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DE ESTRUTURAS RETICULADAS ESPACIAIS 
Ricardo Valeriano Alves 
Junho de 1989 
Orientador: Ronaldo Carvalho Batista 
Programa: Engenharia Civil 
Este trabalho apresenta uma solução, via Método dos 
Elementos Fin~tos, para anilise não-linear assint5tica da 
estabilidade elistica de estruturas reticuladas espaciais, 
sob ação de cargas conservativas. 
As equações gerais não-lineares de equilibrio e de 
equilibrio critico sao obtidas, com base numa formulação La 
grangeana, a partir da anilise da variação da energia pote~ 
cial total decorrente de deslocamentos incrementais. 
O desenvolvimento da técnica da perturbação na forma 
matricial permite que aproximações assint5ticas, dos cami-
nhos primirio e secundirios, sejam calculadas de forma ade-
quada aos procedimentos computacionais. 
A anilise linearizada de equilibrio critico e utili-
V 
zada numa forma alternativa consistente para aproximar car 
gas e modos criticas, fornecendo melhores resultados que o 
procedimento convencional. 
Como conseqüência das expansoes assintóticas, obtém-
se uma forma automática para fixar um numero reduzido de 
modos a serem empregados na anilise modal não-linear, a 
qual permite também o estudo da influência de imperfeições 
geométricas iniciais. 
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STABILITY ANALYSIS OF SPACE FRAMES BY 
AN ASYMPTOTIC MODAL APPROACH 
Ricardo Valeriano Alves 
June, 1989 
Thesis Supervisor: Ronaldo Carvalho Batista 
Department: Civil Engineering 
This work presents a solution, by the Finite Element 
Method, for non-1 inear asymptotic analysis of elastic 
stability for space frames under conservative loads. 
The general non-linear equilibrium and critical 
equilibrium equations are obtained through a Lagrangian 
formulation, by analysing the variation of the total potential 
energy resulting fro~ incremental displacements. 
The perturbation technique in a matrix form allows 
asymptotic approaches of primary and secondaries paths, to be 
calculated in an adequate form for computational purposes. 
The linearized critical equilibrium analysis is used 
in qn alternative plus consistent form, yielding critical 
loads and modes that are usually better approximations than 
vii 
those from a conventional procedure. 
As a consequence of the asymptotic expantions, an 
automatic selection of a reduced number of modes is obtained 
for the non-linear modal analysis, which also permits the 
study of the influence of small geometric imperfections. 
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CAPITULO I 
INTRODUÇÃO 
A análise linear estática de estruturas espaciais se 
constitui em um problema de solução numérica simples, dis-
pondo-se para tal de diversos programas baseados no método 
dos elementos finitos (MEF), os quais obedecem a uma se-
qüência já estabelecida [1-3]: montagem do sistema de equ~ 
ções de equilibrio, cálculo dos deslocamentos e das tensões. 
Na análise linearizada de equilibrio critico, a solu 
çao do problema clãssico [ 4], 
(K + À ~G) cp = O ( I. 1 ) 
fornece os valores das cargas criticas e modos associados, 
que entretanto, sõ sao confiáveis no caso de estruturas que 
resistam ao carregamento predominante por resforços exten-
sionais. A ocorrência de flexão, induzindo uma não-lineari 
dade inicial, mesmo que moderada, pode resultar em erros 
significativos [5-8]. 
Ao contrãrio das anãlises linear e linearizada de 
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equillbrio crltico, na anãlise de estabilidade de estrutu-
ras de comportamento geometricamente não-linear, não se po~ 
sue uma estratégia definitiva, aplicãvel em qualquer caso. 
Algumas técnicas convencionais sao utilizadas e novos proc~ 
dimentos numéricos, para contornar problemas de convergen-
cia são apresentados freqüentemente. Tais técnicas podem 
ser classificadas da seguinte forma: 
- Técnica de Perturbação [778] 
- Método Incremental Iterativo [9-11] 
- Anãlise Modal [12-14] 
A técnica da perturbação, aplicada ã teoria geral a~ 
sintõtica da estabilidade elãstica de KOITER [15], apresen-
ta problemas de convergência no caso de não-linearidade mais 
acentuada, como em pontos limites associados a regiões de 
forte curvatura do caminho de equillbrio. Além disso, a 
formulação usual não se adapta bem a uma generalização vi-
sando uma aplicação computacional, excetuando-se os casos 
de geometria simples e poucos graus de liberdade. 
O processo incremental iterativo é talvez o mais in-
tuitivo por consistir em uma série de anãlises lineares onde 
a cada incremento são atualizadas coordenadas e rigidez. Os 
principais inconvenientes desta técnica, quando aplicada a 
anãlise de instabilidade estrutural, podem ser resumidos 
em: 
Alto custo computacional, pela própria natureza do 
processo . 
. Dificuldades em detectar e/ou ultrapassar os pon-
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tos criticas, principalmente no caso de bifurcação. 
Isto porque essa técnica numérica de solução de 
problemas não-lineares não é desenvolvida dentro 
da teoria geral assintótica para instabilidade elãs 
tica estrutural [10,15,16]. 
Uma alternativa ãs vezes buscada com o processo in-
cremental iterativo é a destruição de singularidades (pon-
tos criticas) através da introdução de imperfeições no sis-
tema. Desta forma, um caminho pós-bifurcado é aproximado 
11 assintoticamente 11 com a imposição de imperfeições iniciais, 
na forma de desvios na geometria ou no carregamento. Porém 
neste caso, não se conhecendo previamente o comportamento 
pós-critico da estrutura, torna-se uma tarefa dificil a es-
colha correta de tais imperfeições, criando por vezes arma-
dilhas para o engenheiro estrutural. 
A anãlise modal tem sido apresentada como uma forma 
de reduzir substancialmente os graus de liberdade, e por 
conseguinte o esforço computacional, numa anãlise não-li-
near. A maior dificuldade reside justamente na determina-
ção dos modos de deslocamentos que melhor representem oco~ 
portamento estrutural. Normalmente são utilizados alguns 
dos modos criticas, obtidos como autovetores na solução do 
problema clãssico (I.1) [14] ou consistente [12,13], adicio-
nando-se por vezes o modo fundamental [14], resultante da 
anãlise convencional. Geralmente um processo de tentativa 
e erro ou de atualização dos modos é necessãrio para se 
avançar num caminho de não-linearidade mais pronunciada. 
Uma alternativa apresentada por LIMA & MOTA [ 1 7 J , 
4 
utiliza o metada de Lanczos-Ritz para a definição dos modos 
a serem utilizados numa anãlise paramétrica do caminho de 
equilibrio. Contudo, tal procedimento não permite a deter-
minação de bifurcações e caminhos pôs-criticas. 
Com base nas dificuldades encontradas nas técnicas 
numéricas usuais para anãlise não-linear da instabilidade, 
e em metadas empregados com sucesso na anãlise de sistemas 
continuas [18,19], uma proposta de anãlise modal assintõti-
ca aplicada a sistemas estruturais, discretizados via MEF, 
foi apresentada por ANTONINI [ 5 J. 
Este trabalho vem então dar continuidade, nessa mes-
ma linha de pesquisa, no sentido de estender a anãlise aos 
sistemas estruturais espaciais constituidos por barras. Uma 
visão geral da forma em que este foi desenvolvido é aprese~ 
tada a seguir. 
No Capitulo II as expansoes do funcional de energia 
sao desenvolvidas, para um caso geral de um elemento cujas 
funções de interpolação para deslocamento sao conhecidas. 
Partindo-se de uma formulação Lagrangeana para as deforma-
ções, obtém-se expressões da energia potencial total, conv~ 
nientemente escritas de forma matricial, na qual são consi-
derados termos adicionais (em relação ã formulação conven-
cional) que caracterizam o comportamento não-linear. Além 
disso mostra-se que com esta formulação pode-se considerar 
a influência de imperfeições geométricas. Finalmente, nes-
te capitulo, as equações não-lineares de equilibrio e as de 
equilibrio critico são então apresentadas em suas formas g~ 
rais. 
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No Capitulo III, a técnica da perturbação e aplicada 
ao sistema discretizado descrito pelo funcional de energia 
potencial total na forma matricial. Tanto o caminho funda-
mental quanto os secundãrios, de estruturas perfeitas ou im 
perfeitas, podem ser aproximados assintoticamente. 
No Capitulo IV e apresentado o desenvolvimento da 
anãlise modal utilizada, com base nas aproximações assintiti 
ticas tanto do caminho fundamental quanto dos secundãrios. 
A anãlise de estruturas imperfeitas também e formulada den-
tro do mesmo procedimento, bastando definir o vetor de im-
perfeições, que pode ser fixado em função dos modos retidos. 
No Capitulo V o funcional de energia potencial total 
e particularizado para o caso de um elemento de pórtico es-
pacial, seguindo-se a mesma forma geral do Capitulo II. As 
matrizes de rigidez linear, incrementais de primeira e se-
gunda ordem e aquelas dependentes das imperfeições, são in-
tegradas analiticamente e suas formas finais apresentadas. 
As etapas de desenvolvimento analitico, como na ex-
pansao do funcional de energia e na integração das matrizes 
de rigidez, foram simplificadas com o auxilio de um progra-
ma de microcomputador que opera com álgebra simbólica. O 
pacote, denominado MUMATH contem uma serie de rotinas escri 
tas na linguagem MUSIMP, cada qual destinada especificamen-
te ã um determinado conjunto de operaçoes. 
O Capitulo VI descreve a implementação computacional 
baseada num programa desenvolvido anteriormente [ 5 ], no 
qual foram introduzidas as rotinas referentes ao elemento de 
pórtico espacial. 
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No Capitulo VII sao apresentados os resultados para 
alguns exemplos prãticos de estruturas espaciais esbeltas. 
Na medida do possivel os resultados obtidos foram compara-
dos com aqueles fornecidos por análise não-linear convencia 
nal ou experimentais. 
No Capiutlo VIII sao apresentadas as conclusões e al 
gumas sugestões de continuidade ao trabalho. 
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CAPÍTULO II 
PRINCÍPIO DA ESTACIONARIDADE DE ENERGIA APLICADO 
A SISTEMAS ESTRUTURAIS DISCRETIZADOS 
11.1. ENERGIA POTENCIAL TOTAL PARA UM SISTEMA PERFEITO 
CONSERVATIVO 
Em um sistema estrutural elástico discretizado por 
elementos finitos, no qual a magnitude do carregamento é ex 
pressa por um parâmetro único À, a energia potencial total 
do n-ésimo elemento pode ser escrita da seguinte forma: 
(II.1) 
onde: 
U e a energia de deformação elástica e 
-Àíl e a energia potencial das cargas externas. 
A investigação da estabilidade de uma certa configu-
raçao deformada de equilibrio E (ponto de equilibrio) desse 
sistema é feita através da aplicação do critério de Lagran-
8 
ge, que implica na extremização do funcional de energia po-
tencial total (EPT) descrita em termos de deslocamento. A 
variação da EPT em torno de um certo ponto E de equilibrio, 
En -descrito por~ , e expressa por uma parcela incremental de 
energia descrita por deslocamentos arbitrariamente pequenos 
e cinematicamente admissiveis vn. 
Assim o vetor de deslocamentos do n-ésimo elemento 
em torno de um ponto de equilibrio pode ser escrito na for-
ma: 
(II.2) 
onde x ê o vetor de coordenadas de um ponto genérico no in-
terior do n-ésimo elemento. 
Utilizando-se funções de interpolação para aproximar 
os deslocamentos num ponto genérico em função dos desloca-
mentos nodais, a expressao (II.2) torna-se 
~n(x) = N(x) uEn + N(x) ~n (II.3) 
onde N(x) é a matriz de interpolação em função das coorden~ 
das locáis ~' uEn é o vetor de deslocamentos nodais corres-
pondentes aô ponto de equilibrio e ~n é o vetor de desloca-
mentos nodais incrementais. 
por 
Assim uma componente u~ do vetor un sera , expressa 
(II.4) 
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onde ~i(~) ê a matriz linha correspondente a i-êsima linha 
da matriz de interpolação. 
Definidos os deslocamentos ê possivel então expres-
sar as energias de deformação e potencial das cargas em fun 
çao dos mesmos. 
No caso geral a energia de deformação ê definida co-
mo: 
u = (II.5) 
2 2 
onde Eijkl ê o tensor constitutivo e ªij e Ekl sao respecti 
vamente os tensores de tensão e deformação. 
Escrevendo os tensores de deformação em função dos 
deslocamentos por meio do tensor de deformações Lagrangeano 
correspondente [20] 
E • • = 
1 J 2 
(u~ . + u~ . + un .• un .) 
1,J J,1 m,1 m,J (II.6a) 
(II.6b) 
2 
onde me n são indices 11 mudos 11 • 
Empregando a relação (II.4) em (II.6a) e (II.6b) 
1 uEn 1t) ( En ~t) + E .. = - [(N .. + N .• + N .. U + N .. lJ 2 -1 ,J - -1,J -J '1 - -J '1 




Substituindo (II.7a) e (II.7b) em (II.5) tem-se a 
energia de deformação expressa em função dos deslocamentos 
nodais. 
Para um sistema discretizado a energia potencial das 
cargas do n-esimo elemento pode ser expressa por 
Àíl ::: - (r nt n J nt n ) À JvE (~)·~(~)dv+ 
5
f (~)·~(~)ds (II.8) 
onde en(~) e fn(x) sao respectivamente os vetores de forças 
de massa e de superficie no n-ésimo elemento. 
Utilizando a relação (II.3) 
(II.9) 
Notando-se que as integrais em (II.9) correspondem 
ao vetor de forças consistentes Fn para o n-esimo elemento, 
essa expressão pode ser reescrità como 
(II.10) 
Substituindo (II.5) e (II.10) em (II.1) e empregando 
Inicio da expressao (II.11) 
n 
1 f ( En) ( En) ( En) V = - E.·~• [ N .. U Nk O U + N .• U 8 lJ ""- V -1 ,J - - ,-<- - -1 ,J -
+ 
( n En n) ( En ( n) ( En ( n En + ~i,j p )%,.e~ ) + (~i,j p ~l,k ~ ) + ~j,i p ~k,l ~ ) + ~j,i p )(~l,k ~ ) + 
+ (N . u!:")(N . ~En)(~m,k T°H~n.º ~En) + -m, 1 - --m,J .._ 
+ (N . uE"){N . uE"){N <1>"){N <1>") + 
'-'111,l - -m,J - -n,k - -n,l -
+ (N . uEn){N . <1>"){N <1>"){N UEn) + 
-m,1 - -m,J - -n,k - -n,l -
N 
+ (N . <1>"){N . uE"){N uE")(N <1>") + 
-m,1 - -m,J - -n,k - -n,l -
1 'f n n n 8 Eijk.f. V [(NIJ!, i p )(~,j p )(~n,k p )(~n,! p")] dv w 
(II.11) 
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(II.7a) e (II.7b) tem-se a expressao da energia potencial 
n - . total, V , do n-es,mo elemento em torno de um ponto E de 
equilibrio, dada por (II.11). 
Como o tensor constitutivo Eijkl relaciona dois ten-
sores simétricos, ºij e skl' pode-se afirmar que [21] 
(II.12a) 
e 
E(ij)(kl) = E(kl)(ij) (II.12b) 
Definindo-se 
(II.13) 
= E .. k O ( [ N t k ( N . . A) N O + N ~ . ( ~n , k ~) N O + 1J ,{, Jv -n, -1,J - -n,,{, -1,J n,,{, 
+ Nt O (N k A) N .. ] dv -n,,{, -n, - -1,J (II.14) 
= E. "kº J [Nt k (N . A) (N . B) N O + lJ ,{, V -n, -m,1 -m,J -n,,{, 
(II.15) 
e levando em conta as igualdades (II.12a) e (II.12b) é pos-
s i v e 1 r e o r d e n a r a d e q u a d ame n te o s i n d i c e s d a e x p r e s s ão (I I. 11 ), 
reescrevendo-a na seguinte forma: 
1 5 
Ent ~ 1 1 1 n (UEn , ~En~ uEn - À 1:.j+ vn = u t- K~ + - K~ (UEn) +-- ~2 - 2 - 6 - - 24 -
nt li n 1 n (UEn) 1 n (UEn , ~En)J UEn 
- À E"} + <P Ko + - K1 +-K - 2 - 6 _2 -
[
_1_ K~ + _1_ K~ (UEn) + _1_ Kn (UEn , ~En)J </ln + 
2 - 2 - 4 - 2 --
(II.16) 
A energia potencial total de um sistema estrutural, 
discretizado em N elementos, sera o somatório da EPT de ca-
da elemento, ou seja 
N 
V= I vn (II.17) 
n=l 
Substituindo (II.16) em (II.17) e identificando-se as 
parcelas, a expressão de V pode ser escrita como: 
(II.18) 
onde: 
{ - À ~ (II. 19a) 
1 6 
= pt {e~. 1 ( UE) (~E, ~E) J UE - Àd v1 +-K +- ~2 2 _1 6 
(II.19b) 
</>t [1 (UE) (~E, ~E)J v2 = -K +-K +-K <P 2 -O 2 -1 4 _2 
(II.19c) 
<Pt [ 1 (~E, p)J V3 = -K ( </>) +- K2 p (II.19d) 6 _1 6 
(II.19e) 
sendo VE a parcela correspondente ã EPT no ponto de equili-
brio e V1 , V2 , V3 e V4 correspondendo respectivamente as 
1g, 2g, 3g e 4g variações de V em relação aos deslocamentos 
incrementais. 
Nas expressoes anteriores UE e</> sao vetores de des-
locamentos no referencial global dados por: 
UE 
N 




p = l (Ln)t pn (II.20b) 
n=1 
onde Ln ê a matriz de transformação, que correlaciona os 
graus de liberdade locais com os globais e efetua a rotação 
do referencial. 













~l ( ~) = l ~l Ln 
n = 1 
(II.22b) 
N 
(Ln) t (Un, Un) Ln ~2(~,~) = l K2 
n = 1 
(II.22c) 
passam a ser, apõs transformação, as matrizes globais da es 
trutura. 
11.2. ENERGIA POTENCIAL TOTAL PARA UM SISTEMA COM 
IMPERFEIÇÕES GEOMÉTRICAS 
No caso em que um sistema estrutural apresenta pequ~ 
nas imperfeições geomêtricas iniciais, a configuração impe~ 
feita serã tomada como referencial para o cãlculo das varia 
ções de energia, sendo os deslocamentos totais descritos a 
partir da configuração perfeita. Observa-se que esta apro-
ximação ê sempre possivel no caso de imperfeições iniciais 
suficientemente pequenas. Assim os deslocamentos do n-êsi-
mo elemento são definidos como 
(II.23) 
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n onde u (x) sao os deslocamentos medidos a partir da situa-
ção imperfeita e ~n(~) é o vetor de imperfeições no ponto 
de coordenadas~' medidas a partir da configuração geometri 
camente perfeita e indeformada, i.e. livre de tensões ini-
ciais. 
As deformações especificas sao agora dadas por 
- ( n -un) E •• = E •• U + 
. l J l J 
E. . (u n) 
lJ 
que após substituição de (II.6a) ficam 
(II.24) 
- 1 n -fl ( n -fl n --n n E·. = - [(u + u ) .. + u + u l . + (u + u ) ,· • (u + u'1) .] -1J 2 1,J :J,1 m, m,J 
1 -n -n _., -n ) 
--(u .. +u .. +u. •u. =E .. +E .. 
2 1,J J,1 m,1 m,J 1J 1J (II.25) 
onde 
E .. = ( u~ . + u~ . + un .• un . ) 
1J 2 1,J J,l m,1 m,J 
(II.6a)' 
E . • = ( U n . • Un . + Un . • U n . ) 
lJ 2 m.1 m,J m,1 m,J 
(II.26) 








Supondo-se que o sistema imperfeito esteja livre de 




V = (II.29) 
2 
A substituição de (II.25) e (II.27) em (II.29) forne 
vn = vn + vn 
vn = -
1
- E. "ko J E .. Ekº dv - À unt fn 
2 lJ ,{__ V lJ ,{__ 
,f = -
1




Nota-se que considerando ~n = ~En + pn e desenvolven 
do a expressao (II.31) chega-se a (II.16). 
Assim, com Vn conhecido, basta que se desenvolva vn 
-n para que se tenha a expressão da EPT, V . 





-n -onde U e o vetor de imperfeições nodais do n-ésimo elemen-
to. 
Substituindo (II.3) e (II.33) em (II.26) e (II.28) 
tem-se 
1 
E .. = - [(N . uEn + N . <j)n)(N . lf) + (N . lf)(N . uEn + N . </ln)] 
lJ 2 -m,1 - -m,1 - -m,J - -m,1 - -m,J - -m,J -
(II.34a) 
Ckl = ~ [(~n,k ~En + ~n,k p")(~n,l 1!") + (~n,k fH~n,l ~En+~n,t 2"ll 
(II.34b) 
Agora, substituindo-se (II.34a), (II.34b), (II.7a) e (II.7b) 
em (II.32) resulta em 
Inicio da expressão (II.35) 
1 
v" = 8 Eijkl L [(!'.!m,i fH~m,j ~En)(~k,.l ~En) + (~m,i fH~m,j ~En)(~.l,k ~En) + 
+ (N . uEn)(N . uEn)(N ifl)(N uEn) + 
-m,1 - -m,J - -n,k - -n,.l -
( En ( En En ( ....n + ~m,i~ )!'!m,j~ H!'!n,k~ )!'!n;.tJ!)]dv + 
+ (N . cj>n)(N . ifl)(~k º ~En) + (lll,,, 1· p_")(N . fH~. k {n) + (N 1· l,J_En)(N . f)(r:!k º p_n) + (N . l,!En)(N . lfHf'!o k ~n) + -m, 1 - -m,J - ..... -... , -m,J ct., -m, -m,J ..... -m, 1 -m,J ..... 
+ (N1. J. cj>n)(N k uEn)(Nn º lf) + (~J· i ,en)(Nn k ~En)(~n º lf) + (fi1· J. ~En)(N k ,en)(N º 12°) + (J'.i. 1· l,J_En)(N k ckn)(N º 12°) + - ' - -n' - -, 1 '.{.. ' -, 1 ' ·---. 1 ,,t.. ' ~ ) -n ',L J ' ~ ' -n ',L 
( En n) ( En) ( -nn) ( En) {· En ( n ;-;11) + ~m,i \J. H~m,j '/> ~n,k ~ ~n,l ~ + ~m,i ~ \~m,j ~ ) ~n,k P )(~n.l ~ + 
N 
N 
n n T>fl En) n ( En ( if1 n 






~ 1 = E .. kº ( [N~. (N kifl) N O + Nt O (N kifl) N .. ] dv (II.36) - 1J ,{.. ~ -1,J -n, - ... n,,{.. ... n,,{.. -n, - -1,J 
t1 = E .. kº r [Nt . (N . ifl)(N k ifl) N O + -2 1J ,{.. Jv •m,1 ~m,J - .. n, - ... n,,{.. 
(II.37) 
e novamente levando em conta as igualdades (II.12a) 
(II.12b), a expressão (II.35) pode ser reescrita como 
e 
Tf1 = UEn t [-
1
- i(1 + _
1
_ °R'; + _
1
_ K~ (°ifl, UEn)l UEn + 








1 n ..n En J ,i,n + ~ Kl + ~ K2 + ~ K2 (U , LJ ) ~ 
2 - 2 - 2 - - -
Portanto, a EPT de um sistema imperfeito, 
por N elementos, serã dada por 
-







vn V = I (II.17)' 
o=1 
N 
V = l vn (II.40) 
n=1 
Analogamente a (II.22a) 
N 
(Ln)t !1 = I Kn _l Ln (II.41a) 
n=1 
N 
!2 = I (Ln)t Kn - _2 Ln (II.41b) 
n=1 




VE = ~Et { L+ g, + -6- ~l (UE) + ~ ~2 (~E' ~Ei] ~E - À ~ 
(II.43a) 






Sendo nas expressoes anteriores, 
-
Ka = ~o + !1 + !2 (11.44) 
(11.45) 
-E - - -
Observa-se que em (II.42) as parcelas V , V1 , V2 , V3 
-e V
4 
têm os mesmos significados que as correspondentes par-
celas de V em (II.18), sendo porem relativas a uma estrutu-
ra com imperfeições iniciais. 
11.3, CONDIÇÕES DE EQUILÍBRIO 
A condição de equilibrio de um sistema imperfeito 
(aqui tomado como caso geral) ê expressa através do princi-
pio de estacionaridade de energia, resultando na seguinte 
equação variacional 
-
ô V = O (11.46) 
-
Aplicando essa condição em V1 , dada por (II.43b), 
tem-se que para quaisquer deslocamentos incrementais arbi-
trãrios pequenos 
ô <pt 1 - E 
1 E E] E + ~ K (U) + ~ K (~ , ~) U 2 -1 6 _2 - -- ô p ;é Q 
(II.47) 
27 
gerando o seguinte sistema de equaçoes de equilibrio 
-
~o+ -- ~1 
2 




A condição de equilibrio critico é dada por V2 = O e 
a equação variacional que expressa essa condição é 
-
cS V = O 
2 
(II.49) 
Deve-se observar que (II.49) retrata a busca tanto 
de pontos criticas ao longo de caminhos imperfeitos de equi 
librio (i.e. bifurcações secundârias, terciârias, etc ... ) 
quanto de pontos criticas ao longo de caminhos perfeitos de 
equilibrio (bifurcações primârias) para os quais u = O ou 
V= o. 
Substituindo (II.43c) em (II.49) tem-se 
cS ~t [
1 - - E 1 E E] 
~ K + ~ K (U) + ~ K (~, ~) ~=O 
2 -º 2 -l 4 - 2 - -
(II.50) 
gerando as seguintes equaçoes de equilibrio critico 
+ -- (II.51) 
2 
Deve-se observar que as equaçoes (II.48) e (II.51) fo 
ram geradas para o caso em que a estrutura apresenta imper-
feições geométricas iniciais. No caso de estruturas perfei 
tas basta substituir~º por~º e g1 (UE) por ~1 (~E). 
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CAPÍTULO III 
APROXIMAÇÃO ASSINTÓTICA DE CAMINHOS DE EQUILÍBRIO 
111,1, APROXIMAÇÃO DO CAMINHO FUNDAMENTAL 
Pode-se obter um ponto sobre o caminho fundamental 
(~F, )t)' partindo-se de um ponto de equilibrio conhecido 
(~E, ÀE) e escrevendo o par desejado na seguinte forma par~ 
métrica 
~F =~E+ a ~1 + ª2 ~2 + ••• 
n E 
+ a n = U + -n 
n i 







onde a e o parâmetro que mede o avanço ao longo do caminho 
fundamental, ~1 , ~ 2, ••• são modos de contribuição linear, 
quadrâtica, .~. aos deslocamentos e À~, À~, ••• sao contri-
buições ao parâmetro de carga. 
Substituindo (III.1) e (III.2) na equaçao de equili-
brio (II.48) 
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[go 1 - ( E 
n i ) 1 ( E n i + - K1 U + l a n. + - K2 u + I a n. ' 2 - - i =1 -l 6 - - i=l -1 
UE+ 
n i 
:Ji)] (~E + 
n i 
:Ji) - (ÀE + 
n i 
À~) F = O l a l a l a 
i =1 i =1 i =1 l - -
(III.3) 
onde de acordo com as propriedades das matrizes ~l e ~2 
gl c~l + n ai n ·J - (UE) n i -l = K + l a ~l ( n.) (III.4) -1 -1 - -1 i =1 i =1 
(~E + Jl 
i UE+ 
n i (~E, ~E) 
n i [2 ~2 (~E, K2 a n., l a n-J = K + l a n.) + -1 -1 _2 -1 
i=l i =1 
i-1 J 
+ l ~2 ( n · , n · ·) j=l -J -1-J (III.5) 
Com (III.4) e (III.5) a equaçao de equilibrio (III.3) 
pode ser reescrita na seguinte forma 
g
0 
+ - K1 (U ) + - K2 (U , U ) + I a - K1 (~.1-) + t 1 E E E n i [ 1 -2 - 6 - i =1 2 - -
1 E i-1 1 
+ - K (~, ~i) + I - K2 (n., 
3 -
2 
j=l 6 -J 
n .. 0l (uE + I ai n-) 
-1-J ~J - i=l -1 
( E n i F) - À +)a\ ~=Q 
1=1 (III.6) 
Considerando que no ponto E a equaçao de equilibrio 
deve ser atendida 
(III.7) 
e notando-se que 
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- UE g1 (UE) 
~l 
( n . ) = n-_, -, 
~2 
(~E, n.) UE = ~2 (~E, UE) n--1 -1 
Aplicando (III.7), (III.8) e (III.9) na 
(III.6) resulta em 








e ainda, reordenando-se os somatõrios que aparecem em 




= l al l - ~1(!JJ,) + - K (~ ' !JJ,) n . {i-1 [ 1 1 E ~ 
i=l j=l 2 3 -
2 
ªiCf 1 (~E+ 
n i -K ( n . , n· -u l a n·) 6 _2 -J -1-J -1 
j=l i =1 
= 
n. ~ -1-1 
n 
ai {'.f ~, E j "'.' 1 (sk, !!j-k~ =- I (~ ' !Jj) + I ~2 
6 i =1 J=l k=l 
(III.11) 









a equaçao de equilibrio (II.48) pode ser finalmente escrita 
na forma 
n · f E f ª 1 ~T ~i 
1 =1 
F 1 i-1 [- E 
- Ài ~ + ~2~ .l ~1 (~j) + ~2 (U , n.) + J=1 - -J 
1 j"'.1 J J 
+ ~ l ~2 (~k' ~J--k) ~i-j = o 
3 k=1 (III.14) 
Como a equaçao de equilibrio deve ser atendida para 
qualquer a, obtém-se a partir de (III.14) uma serie de equ~ 
ções ordenadas, correspondentes ãs potências do parâmetro a 
a [~i ~1 - À~~]= O (III.15a) 
ª2 
E À~~+~~ ~l] = o [~T ~2 - (III.15b) 
ª3 
E F + K* n J = o [~T ~3 - \ ~ + ~~ ~2 -2 -1 (III.15c) 
a'+ E ÀF F + ~t ~3 + ~1 ~2 + g ~l] o [~T ~'+ - = '+ - (III.15d) 
ai E F 
i -1 
[~T ~i À. F + l K~ n .. ] = o l -









K* = - K ( :J 3) +-K :J 3) +-K (:Jl' :J) +-K (:]2, :Jl) -3 2 --1 2 -2 6 -2 6 -2 
(III.16c) 
1 - E 1 j -1 K~ = - K1 ( n.) +- K2 (U , n.) +- l ~2 (:Jk, :Jj-k) -J 2 - -J 2 - - -J 6 k=l (III.16d) 
Nota-se que cada sistema de equaçoes (III.15a), 
(III.15b), ... e indeterminado pois possue sempre uma incõi 
nita a mais do que o numero de equaçoes. Deve-se então con 
siderar a condição adicional de ortogonalidade entre os ve-
tores ni e n1 , i.e. 
t E t E 
~ 1 • ~T • n - n . • K _; _, _T = o (III.17) 
Introduzindo-se inicialmente no sistema de equaçoes 
de primeira ordem (III.15a) uma condição de partida, como 
por exemplo 
(III.18) 
essas equaçoes (III.15a) se reduzem ao seguinte sistema li-
near 
KE n = F -T _1 (III.19} 
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que resolvido fornece D1 • 
Os demais sistemas podem ser resolvidos, com a condi 
çao adicional (III.17) da seguinte forma: 
KE À~ 
i - 1 
n· - F = l K~ n .. -T -1 l - j = 1 -J -l-J 
(III. 20a) 
t KE o ~1 • . n· = -T -1 (III. 20b) 
ou de forma matricial 
KE 
i -1 
- F n· - l K~ n .. -T 1 j=l -J -1-J 
= (III.21) 
t KE o À~ o n -T 1 
Aplicando-se eliminação de Gauss ao sistema (III.21), 
resulta em 
i -1 
KE - F - l K~ n .. n. -J - 1-J -T -1 j=l 
= (II.22) te-, 
o t À~ n I K~ n . .) ~ 1 E - 1 . 1 -J - 1-J 1 J= 
e a partir de (III.22) chega-se as expressoes gerais para 
cãlculo de À~ e n., 
1 - 1 
e ' 
t i -1 
n1 ( I K~ n. . ) 
F - J0 =l -J -l-J À. = __ ..,......_ ____ _ 




i - 1 ) I K~ n 
j=l -J -i-j 
(III.24) 
A seguir o procedimento será particularizado para o 
caso de uma estrutura perfeita, para a qual se deseja obter 
uma aproximação ciibica a partir do ponto de iquillbrio 
E E 
~ = Q , À = O correspondente a estrutura descarregada. Ini 
cialmente, com (III.13) 
(o) 
o 
+ -- K 
2 -2 
(O, O) = K 
-o 
que aplicada em (III.19) fornece um sistema de 
idêntico àquele da análise linear clássica. 
K • U = F 




onde o vetor de deslocamentos é representado como~º por se 
tratar de uma aproximação linear partindo do ponto (Q, O). 
Aplicando sucessivamente (III.23) e (III.24) 
Ut • K* • U -º -1 -º 
Ut • F 
-º 
K* • U ) 
-1 - O 
ÀF 
ut (K* !J 2 + K* ~ o ) -º _l _2 = 
ut 3 • F 
-O -
!J 3 = 






K* = _l 




A aproximação assim obtida e expressa por 
U = a U + a 2 n + a 3 ~ 3 _ O _ 2 --
À= a+ a 2 





Utilizando a forma paramétrica para descrever os des 
locamentos, dada por (III.1), a equação de equilibrio criti 
co (II.51) fica 
~ + .I ª, ~i ~ = Q E n · )] 
1 =1 -
n. ' -1 
(III.35) 
a qual, apos substituição de (III.4) e (III.5) tem a segui~ 
te forma 
36 
+ l - K (n., n .. ) <!>=O i-1 1 ~u 
2 _2 -J -l-J j=l (III.36) 
Para uma aproximação linear do caminho fundamental, 
o indice n do somatõrio sera unitário e a equação de equili 
brio crítico é dada por 
(III.37) 
onde~~ foi definida em (III.13), 
A aproximação linear do caminho fundamental e dada, 
na forma paramétrica, por 
+ a ~1 (III.38a) 
(III.38b) 
Utilizando-se Àc no lugar de ÀF ' em 
(III.38b), para 
indicar que se busca uma aproximação de um ponto crítico e 
lembrando que de acordo com (III.18), ÀF = 1 ' tem-se que 1 
a = (III.39) 
Substituindo (III.39) em (III.37) chega-se ã condi-




que resolvido fornece, a partir do autovalor (ÀC - ÀE), a 
intensidade do carregamento ÀC correspondente ao ponto cri-
tico, alem do modo critico associado, dado pelo autovetor~-
e 
Conhecendo-se À , o vetor de deslocamentos correspo~ 
e dente ao ponto critico, ~ , pode ser obtido recorrendo-se a 
(III.38a) como mostra a figura III.1. 
APROXIMACÃO LINEAR DO CAMINHO FUNDAMENTAL 
A PARTIR DO PONTO ( ~~ ~) 
CAMINHO FUNDAMENTAL 
u 
FIGURA m .1 - Aproximação linearizado de pontos cri'ticos. 
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No caso particular em que a anãlise ê efetuada a par 
tir do ponto de carga nula, o problema de autovalor (III.40) 
pode ser escrito, observando (III.25) e (III.26), na forma 
e [Ko + À ~1 (~o)]~= O (III.41) 
Observa-se a semelhança de (III.41) com o problema 
clássico para determinação de cargas criticas, dado por 
( K + À ~G) ~ = O (I.1)' 
A diferença entre os dois problemas consiste nas hi-
põteses simplificadoras adotadas na geração da matriz ~G' 
onde se considera apenas a influência dos esforços axiais, 
portanto ~ãlida somente no caso de estruturas que apresen-
tam comportamento fundamental linear, caracterizado pela a~ 
sência de rotações pré-criticas. Por outro lado, adotando-
se uma formulação lagrangeana para descrever as relações de 
formações-deslocamentos, obtêm-se de forma consistente a 
matriz ~1 (~o), na qual são consideradas as influências de 
primeira ordem de translações e rotações nodais. Como é de se 
esperar, pode-se verificar que os termos da matriz ~G es-
tão contidos em K1 (Uo). 
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111.3. APROXIMAÇ~O DE CAMINHOS SECUNDÁRIOS 
Pode-se aproximar um caminho secundãrio de maneira 
semelhante ãs aproximações do caminho fundamental (ou primf 
rio), considerando-se porem que o comportamento pôs-critico 
sofre influências dos modos fundamentais. Assim partindo-
se de um ponto critico (~e, À e) , um ponto sobre o caminho 
secundãrio ( ~ s' Às) serãaproximado na forma 
Us uc 2 = + a n1 + a n2 + ••• + an n + B ~1 + B2 ~2 -n ·- + ••• + 





i = 1 
m 
si l 
i = 1 




• • . + (III.43) 
representa a contribuição dos modos funda 
mentais ('de ordem n ) ' 
sao as contribuições dos modos pÕs-criti-
cos (de ordem m) e 
B e o parâmetro que controla o avanço ao longo do 
caminho secundãrio. 
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PONTO SOBRE O CAMINHO / CAMINHO PRIMARIO 
FUNDAMENTAL W~ ).,5 ) / 
Às-1--~~~~~~~~-fF-~~~~~~~----::~ 
PONTO CRITICO 
~c LJF us 
"' ...., 
1 >I >I n m 
.[ a'l), r ~' o/· 
i=l - i=l .._,t 
, 
CAMINHO SECUNDARIO 
PONTO SOBRE O CAMINHO 
SECUNDÁRIO ( !J ~). 5 ) 
!l 
FIGURA m.2-Aproximaçõo assintótica de um caminho secundário. 
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A figura (III.2) Ilustra esquematicamente o caminho 
secundirio aproximado desta forma, onde nota-se que UF ~ a 
aproximação dos deslocamentos de um ponto sobre o 
fundamental, dada por 
n 
l 
i = 1 
i 
CI, D· l 
caminho 
(III.44) 
Substituindo (IIl.42) e (III.43) na equaçao de equi-
librio (III.48) e empregando (III.44) 
1 F i-1 1 
+ ~3~ ~2 (~ 'Ji) + I ~6~ ~2 
j =1 
(III.45) 




Sua substituição em (III.45) acom~anhada de transfor 
maçoes semelhantes a (III.8) e (III.9) resulta em 
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1 
+ - K (~F, 2 _2 
(III.47) 
Agora, adotando-se uma aproximação linear para cãlcu 
lo de uF a partir de ~e, 
+ a :J1 
e escrevendo a analogamente ã (III.39), 
m 
l 
i = 1 
pode-se com (III.48) e (III.49), desenvolver 
as parcelas de (III.47) da seguinte forma 
~- - F 1 F F J L~º + ~1 (~) + -
2




+ -2- ª2 ~2 (!}i, !}1~ ~i = 
m 
Si (Kc i-1 S {[- (~e, :J1)] = I ~; + .I Ài-j ~1 (:J1) + ~2 \/!·· + -T -J i =1 j=l 
1 j "'." 1 Àtk • ~2 ( ~l' ~l) tk} ) +- l 
2 k=l (III.50) 
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I si [-21 ~l 
i = 1 




i = 1 
m 
= l 
i = 1 {
i ~1 si l 




~j )] +- a ~2 ( ::! l ' ~- ~ = 2 -1 -J 
m si ( '.f n-2_ 1 (~e, = l R ( 1/J • ) + K iµ. )] 
1 = 1 J = 1 2 
_1 -J 2 -2 -J 
1 j "'. 1 
À~ ~j-k)} + - l ~2 (:Jp.~k) 2 k=l l -j 
si [if 
~i "'.j 8 CL si ~2 ( ~j ,· 1/J . ) = j = 1 6 _, 
m 
= l 
i = 1 
K (iµk, iµ. k) iµ . . Jil 
-2 - -J- -1-J ~ 6 
= 
1/J . • + -1-J 
(III.51) 
(III.52) 
Substituindo (III.50), (III.51) e (III.52) em (III.47) 





( uc, n ) J 1/J. + 
-1 -J 
1 - e 
+ - [ K ( ÍJ· ) + ~ 2 ( U ' 1/J • ) ] 1/J • . + 2 _l - -J -1-J 
j-:1 [ 1 s s 
+ l -- À. • • À. k • K ( ~i, ~1) f k + 
k=l 2 l-J J- - 2 
1 s 
+-À.· ~2 (:Qi, Ík) ÍJ·-k +-K2 2 1 -J -- 6 -
( ijJ k ' ijJ • k) ijJ • 11 ) = o 
- -J- -1-jJJ -
· (III.53) 
- -
~o + ~1 + -- ~2 
2 
(III.54) 
A partir de (III.53) obtêm-se uma serie de equaçoes 
ordenadas, sendo o primeiro sistema de equações 
(III.55) 
que pode ser resolvido tomando-se como co~dição de partida 
(III.56) 
onde pê o modo critico associado ao caminho secundãrio que 
se deseja aproximar. 
Justifica-se essa hip5tese tomando como ponto de 
equilibrio o par (~e, ÀC) na equação de equilibrio crftico 
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(III.40) e chegando-se a 
c c c c c 
{~T + (À - À) [~1 (~1) + ~2 (~ , ~1)]} 2 = ~T. 2 = Q 
(III. 5 7) 
O segundo sistema de equaçoes de (III.53), relativo 
a 13 2 ê 
c s - c 1 c 
~T ~2 + À [~1 (!J1) + ~2 (~ , ~1)] ~1 + -
2
- [~1 (~1) + ~2 (~ , ~1)] ~1 = Q 
(III.58) 
Considerando a condição de ortogonalidade 
<Pt • KC • l/J· = O -T -1 (III.59) 
~ possfvel apos pr~-multiplicar (III.58) por 2t I verificar 
que o primeiro termo se anula obtendo-se 
Às 
<P t [~l ( <P ) + ~2 (Uc, 2)] <P 
= pt (ºe; 
(III.60) 1 2 [~l ( !} 1 ) +; ~ 2 !11)] p 
Com s (III.58) pode reescrita forma do Àl, ser na se-
guinte sistema de equaçoes, que resolvido fornece ~ 2' 
(III.61) 
onde 
s - c 1 - c 
Q = - {À1 [~1 (!]1) + ~2 (U , ~1)] + -
2
- [~1 (f) + ~2 (~, ~)]} 2 
(IIL62) 




+ ~ K (1, 1) 1 = Q 6 -2 (III.63) 
Pr~-multiplicando (III.63) por 1t obt~m-se 
Às=- ~t c+À~2. ~2 (~1' ~1) ++À~ ~2 (~l' 1) + -t;- ~2 (1, 1)] 1 
2 
1 cgl (~1) + ~2 (~ ' ~JJ 1 (III.64) 
Com (III.56), (IIIr60), (III.61) e (III.64) tem-se 
uma aproximação quadrática de um caminho secundário, asso-
ciada ao modo critico 1, dada por 
US uc + (Às - Àc) ~l + f3 1 + f3 2 t2 (III.65) 
Às = Àc + f3 Às l + 
f3 2 À; (III.66) 
Continuando-se o processo de solução dos sistemas for 




APROXIMAÇÃO MODAL ASSINTÓTICA DE CAMINHOS DE EQUILÍBRIO 
IV.l. FIXAÇÃO DOS MODOS DE DESLOCAMENTOS 
A anilise modal apresentada neste capitulo~ idênti-
ca iquela proposta por ANTONINI [ 5], que por sua vez foi 
baseada na formulação sugerida por CARNOY t12,13J para es-
truturas discretizadas. Com a experiência de trabalhos an-
teriores [18,19] aplicados a sistemas continuas foi possi-
vel, estudando-se a influência das formas modais, chegar a 
um reduzido numero de modos de deslocamentos. 
Assim, para aproximar os deslocamentos de uma estru-
tura de comportamento geometricamente não-linear, seri uti-
lizada uma combinação da forma 
U = À U0 + a. ~- + ~-- 1 -1 -1 (IV.1) 
-onde À U0 e a tangente ao caminho fundamental no ponto 
(O, O), dada em (III.26), 
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por alguns dos autovetores calculados na análise 
linearizada de equilibrio critico, a partir de 
(III.40), e 
sao correçoes, correspondentes a deslocamentos 
incrementais, considerados de segunda ordem. 
Supondo-se que os pontos criticas estejam relativa-
mente espaçados e assim não ocorra uma considerável intera-
ção entre os modos, será utilizado apenas um modo critico, 
:/:, associado ao caminho pós-critico que se deseja aproximar. 
Baseando-se na t~cnica da perturbaçã6, as correçoes 
\f'. serao obtidas a partir das aproximações assintõticas dos 
-1 
taminhos fundamental e pÕs-crltico. Assim, as correções uti 
lizadas serão as seguintes 
(IV.2) 
(IV.3) 
II' = n* 
- 3 - 3 
(IV.4) 
onde ~2 ~ a contribuição quadrática do caminho pÕs-critico, 
n* ~ parte da contribuição quadrática do caminho fundamen-
-2 
tal não contida em 1 e ! 1 , dada por (IV.5b), 
t 
~ !:} 2 . 
n** = n - ~ _2 -2 <P t . p 
(IV.5a) 
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n* = n** -
-2 -2 
(IV.5b) 
e~: correspondente i parte da contribuição cÜbica do cami-
nho fundamental nao contida em~·~ ! 1 e ! 2 , calculada confor 
me (IV.6c) 
n'ti** = n -
-3 -3 
***t . 111 n** = n*** ~3 _1 
!1 -3 -3 \f t . !1 _l 
**t . !2 ~3 
n* = n** - !2 _3 - 3 \f t . !2 _2 
Normalizando-se os modos em relação a UQ, 
~~ • ~o 
\f~. \f. 
-1 -1 
chega-se a forma final 





i = 1 -+ 3 








IV.2. EQUAÇÕES MODAIS DE EQUILÍBRIO 
A substituição de (IV.8) em (II.43a) fornece o fun-
cional de energia potencial total reduzida, assim denomina-
do pelo fato de que os graus de liberdade dã estrutura fo-
ram reduzidos is amplitudes, a . ' l dos modos fi. 
V*=(:\ ~o t {[ 1 -+ a. 4i.) - K0 l -1 2 -
1 -
+ - K1 ( À Yo + a . 4i.) + 6 - -- l -1 
+ ~ ~2 (\ ~o + ª; !; • À ~o + ª; !; U (\ ~o + ª; !; ) -





= À U t 
-º Í_ K o + -- R 1 (U o) ~ 
À À 2 
[2 - 6 - -
,: À 3 
+ - K (U , y
0
0 
24 - 2 - o -- ~ ~o - À e} 
V* -t = a. </). 
1 l -1 








(IV. 1 O a) 
(IV.10c) 
-t [ 1 - À 
(~ Q, Jk)J ªk </>. -K C!k) + -6- ~2 4> -1 6 :..,1 -j 
(IV.10d) 
1 ~ -t [ 24 ~2 (jk, lt) ªk ªt P; P· J (IV.10e) 
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Aplicando-se a condição de estacionaridade, dada por 
(II.46), ao funcional (IV.9) 
- F) 




Observando-se (III.26), nota-se que o·primeiro termo 
entre parênteses se anula e a equação (IV.11) pode ser es-
crita na forma do seguinte sistema não-linear 
onde 
h, (a, 1,.) = À A. + 1,. 2 B. + 1,. 3 C. + 
1 1 1 1 
-t A. = <P. 
l - 1 
a. D .. + À a. E .. + À. 2 a. F .. + 
J lJ J lJ J lJ 







B. = - </l· 
1 2 -1 







G .. k 
1 J 








-t :... <p • ~o -1 





= - <p. 
2 -1 
1 -t 
= - <j). 
2 -1 
1 -t 




~2 (~o ' ~o) 
êji . 
-J 
(~o ) Q). -J 
K 



















Deve-se notar que, de acordo com as propriedades das 
matrizes~º' ~1 e ~2 
D .. = D .. (IV.14a) lJ J 1 
E .• = E •. (IV.14b) 1 J J 1 




= I lkj i (IV.14f) 
t importante observar que esta formulação apresenta 
como vantagem, a possibilidade de se analisar a influência 
de imperfeições geométricas utilizando-se a mesma combina-
ção modal relativa a estrutura perfeita. Para tal, basta 
considerar a influência das imperfeições nos coeficientes 
A
1
., B., D .. , E .. e G. ºk' enquanto os demais não se alteram. 
1 lJ 1J lJ . 
Na solução do sistema não-linear (IV.12), a variação 
das amplitudes, ªi' ao longo de um caminho de equilibrio, 
corresponde, no caso da análise incremental clássica, ã atua 
lização da matriz tangente a cada incremento de carga. Na 
análise modal, a solução incremental do sistema (IV.12) ap~ 
nas determina a contribuição de cada modo, a medida em que 
se incrementa a variável de controle. 
IV.3. TRUNCAMENTO DAS EQUAÇÕES MODAIS DE EQUILÍBRIO 
Na combinação modal proposta em.(IV.1) nota-se que 
sao consideradas as cont~ibui~ões de até segunda ordem (ii), 
sendo assim, é necessário que se verifique a influência de 
termos de ordem superior, para que os coeficientes do siste 
ma (IV.12) sejam aproximados de forma consistente. Conside 
54 
rando então que o vetor de deslocamento seja descrito por 
onde 
(IV.15) 
a ~ amplitude do modo crftico t, 
b- são funções de segunda ordem em a e À, correspon-
1 





cj são funções de terceira ordem em a e À, correspo~ 
dentes is amplitudes dos modos de contribuição 
o funcional (IV.9) pode ser reescrito como 
V (a; À) = V0 (À) + V1 (a; À) + V2 (a; À) + V3 (a; À) + ••• 
(IV.16) 
sendo as parcelas V0 , V1 , V2 , ••• apresentadas no quadro 
( IV .1), onde as 1 inhas· tracejadas delimitam termos de mesma 
ordem em a e À. 
Quadro IV.1 - Contribuições ao funcional de EPT 
V (À ~o + a ~ + b ! 2 + e !a) = V0 + V1 (EJ + V2 (S) + ••• 
2? ordem (em Se>.) 








-K + 2 _, 
3? ordem 
>.' -[-K (~,) + 6 _, 
>.' 
[-2 s (~.) + 
À -K 2 _, (~,) + 
À ( ~o ~o - ~) 
1 -
-K (p) + 6 _, 
~o + 
À' -[-2- ~, (~,) + + 
À 






(~,, ~.) J p + 
6{1. ordem 
-6- ~' (~,' ~,) l ~o À' } 
(.J1 
(.J1 
Quqdro IV • 1 (conti
1
nuação) 










p) ] + e rt -K (p) + I_K {~o• p + _, 2 -l 1 2 _, 
1 
1 
,t [ 1 -
1 À À' 




+ ~4 !; [ 1 -
À' 





v, E;:5 1i't [ I_K (p, p) l p + _, 
1 6 - 2 
[ 1 
À 
p) J + E/ !; 1-K (p) + -K (~ º' !2 + 1 2 _1 2 -' 
1 
+ ~5 ,t [ 
1 1 À 









79 ordem 1 
1 
1 




+ ,' !;[ -
6
- ~' (p, tl] 2 ~ 
+ ,' ,t [ -
1
- i< e, J + 
-2 6 -1 -2 
+ E;
6 !~ [ ~1 (f) + 
t [ 1 -
+ E;6 !3 2 ~o + 
+ s' ,t [ _, 
1 1 
1 1 
1 ~ K (U , • Jl • + 1 
1 6 -2 -o -2 J -2 
1 1 
1 
: À ~' (~" 2)] !, + 
1 
1 À 
I_ K (U ) + 
1 2 -1 -· 
1 
1 




I 1 J 16~' (!,, pl !, +I 
1 1 
1 1 
1 1 - I 
1~ ~l (!,) + 1 
1 1 
11 
l_i( (ol+ i 2 -1 --
aq. ordem 
À 
-2- ~,(y., {) J !, 
Q u a d r
1
o IV • 1 ( e o n ti nu ação) 
ªª ordem ! 9ª ordem 
1 
V, = t;' !; [ ;
4 
~2 (!2 , ! 2 l] ! 2 + : 
+ t;' ,t [ -, 
V = ç;i o 't't [ 
1 O -2 
1 
1 
<•2• ~) +I 









1 J - K (> , e ) e + 
4 
-2 -3 -3 -2 
1 




V = 1;12 1ft [ 
12 _3 






Analisando-se o quadro (IV.1), ~ possivel classifi-
caros coeficientes do sistema (IV.12) em função da 
de suas contribuições, como exposto no quadro (IV.2). 
ordem 
Os indices entre parênteses correspondem ã ordem dos 
modos que compoem o coeficiente. Assim o indice (1) e rela 
tiva aos modos de primeira ordem, no caso apenas l, e (2) 
-1 
aos modos { 2 , { 3 e { 4 • Por exemplo, E(ll) corresponde a 
E11 , E(lZ) aos termos 
e E(ZZ) a 
E22 E23 E24 
E32 E22 E34 
E42 E43 E44 
Quadro IV.2 - Identificação da ordem dos e o e f i e i e n te s do sistema (IV.12) 
1 1 1 ordem 1 6il-
1 
1 ªª ordem l 9il- : 1 ºª ordem : 11ª 1 2il- ordem 1 3il- ordem 1 4il- ordem 1 5il- ordem 1 7ª ordem  ordem ordem 1 12i;i ordem 
1 
IA A ( 1) 1 A( 3 ) 1 














D ( 11) J D ( 12) 1 D ( 13) 1 1 
1 1 





I E ( l 1) E(12) E(13) 1 
1 1 
E(22) E(23) E (33) 1 1 
1 1 
F ( 11) F ( 12) F(13) 1 
1 
1 1 
F (22) 1 F (23) F (33) 1 1 O) 
1 1 1 
G ( 111) G ( 112) G ( 113) 1 1 
1 
1 
I G ( 122) G ( 123) I G ( 133) 
1 1 
1 
I G (223) G(233) J G (333) 1 J G (222) 
: H ( 112) 
1 
1 




1 H ( 122) H ( 123) H ( 133) 
1 
H(222) H(223) 1 H ( 233) H (333) 
1 1 1 
1 I ( 111 1 ) I ( 1112) 1 I ( 1113) 
1 j I 




I ( 1222) I ( 1223) 1 I ( 1 233) I ( 1 333) 
1 1 
1 j I (2222) 1 I (2223) 
1 
I (2233) 1 (2333) I (3333) 
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Baseando-se nos resultados anteriores [ 5 ], conclue-
se que as equaçoes modais resultantes do funcional truncado 
nos termos de 5~ ordem (inclusive) fornecem os melhores re-
sultados. Como justificativa, pode-se citar o exemplo do 
arco abatido sob pressão radial, para o qual se dispõe de 
resultados analiticos [22]. A figura (IV.1) ê uma reprodu-
ção da pãg. 275 da referência [ 5 J que apresenta os resul-
tados deste exemplo, e ilustra bem o efeito dos truncamen-





EA = 2056 x 10 N 
@) equações modais completas 
li:\ equações modais do funcional 
~ truncado na 49 ordem 
0 equações modais do funcional 
~ truncado na 52 ordem 
--- Solução Analítica 
0,05 0,10 V 
FIGURA IV.1 - Efeito do truncamento das equações 
modais de equil(brio. 
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CAPÍTULO V 
APLICAÇÃO ÀS ESTRUTURAS ESPACIAIS CONSTITUÍDAS POR BARRAS 
V.l. ELEMENTO DE PÓRTICO ESPACIAL 
Neste capitulo o desenvolvimento geral apresentado 
nos itens II.1 e II.2 serã aplicado ãs estruturas espaciais 
constituidas por barras retilineas e de seção 
uniforme. 
transversal 
A numeração dos graus de liberdade e os sistemas de 
eixos local (x y z) e global (X Y Z) estão representados na 
figura (V.1) [23]. Os eixos x' y' z' correspondem ao siste 
ma no qual o eixo z' estã situado no plano horizontal (XZ), 
no sentido positivo de Z, e o eixo x' coincide com x. 
A consideração do sistema x' y' z' tem como objetivo 
a definição do ângulo a que corresponde a inclinação dosei 
xos principais da seção transversal. 
A figura (V.2) mostra a seçao transversal vista no 




FIGURA V.1 - Sistemas de eixos e graus de liberdade para 




FIGURA V. 2 












No caso em que o eixo x' coincide com a vertical, o 
sistema x' y' z' fica definido de acordo com o sentido do 
elemento (nõ inicial~ nõ final) na forma apresentada na fi 
gura (V.3). 
Estabelecidos os sistemas de eixos, ê possivel então 
definir a matriz de rotação para o elemento de pórtico esp~ 
cial da seguinte forma 
r o o o - - - -
o r o o 
R - - - -= 
o o r o -
o o o r - - -
onde 
o e o y 
r = e cosa o sena - y 
cy sena o cosa 
no caso de elementos verticais e 
r = 




ex ey sena - e
2 
cosa 
--~------- -IC 2 + c2- sena 
X Z ;c2 + c2 
X Z 
nos demais casos 
e 
z 
;c2 + c2 
X Z 




sena+ ex cosa 




sendo ex, CY e C
2 
os cossenos diretores dos eixos 
x y z em relação ao sistema global. 
locais 
O vetor de deslocamentos nodais de um elemento n e 
definido neste caso como 
Un [ 8 1 1 1 1 Jt = u., v., w., ., w., v., u., v., w., e., w., v. = 
l l l l l l J J J J J J 
= [u(O), v(O), w(O), e(O), w1(0), v1(0), u(L), v(L), w(L), 
e(L), w1(L), v1(L)Jt 
( V • 4 ) 
onde u, v e w sao translações nas direções x, y e z respec-
tivamente e e, w1 e v 1 rotação em torno dos mesmos eixos. 
Admitindo-se uma variação linear no caso de transla-
çoes e rotações em x, e observando-se que as componentes de 
v e w devem do terceiro grau, . - que v 1 ser Ja 
w1 = dw/dx, a matriz de interpolação sera 
Nt [Nt Nt t t t N t J = Nw, Ne, Nw,v' = u ' V' v,x 
q1 (x) o 1 o o 
o P1 (x) o o 
o o P1 (X). o 
o o o q1 (x). 
o o -p3(x) o 
o p3(X) o o = 
q2(x) o o o 
o p2(x) o o 
o o P2(x) o 
o o o q2(x) 
o o p'+ (x) o 





























q 2 (x) = - X 
L 
2 

























X2 + X 
xz 
V.2. PARTICULARIZACÃO DA ENERGIA POTENCIAL TOTAL 








No caso de um elemento de põrtico espacial o funcio-




f~ ! A•:+ E 12 x: + E 12 x; + G J y2 ) dx - l íl 
(V. 7) 
E e G sao respectivamente os mõdulos de elasticida-
de longitudinal e transversal, 
A - -e a areada seçao transversal, 
IY e I
2 
sao os momentos de inércia em relação aos ei 
xos y e z respectivamente, 
- constante de torção, J e a 
- deformação extensional, EX e a 
Xy e Xz sao as mudanças de curvatura respectivamente 
em relação aos eixos y e z e 
y é a variação do ângulo de torção. 
Dentro da hipõtese de pequenas deformação, ainda que 
decorrentes de grandes deslocamentos, pode-se admitir que 
1 
+ - (N un)2 
2 -w,x 
( V • 8 ) 
(V. 9) Xy = w,xx = N un -w,xx 
Xz = v,xx = N un -v,xx - (V.10) 
y = e,x = N -8,x 
un (V.11) 
e ainda considerando que de acordo com (II.3), 
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(V.12) 
o funcional de energia potencial total (V.7) pode então ser 
escrito na forma apr~sentada a seguir. 
Inicio de expressao (V.13) 
v" = -- (N uE"l(N uE"l + - 2-. (N uE")(N uEn) J
L [ EA EI 
0 2 -u,x - -u,x - 2 -v,xx - -v,xx -
EA EA EA 
+ -- (N .p")(N uE")(N uEn) + -- (N ~")(N uE")(N uE")(N uEn) + -- (N .p")(N uE")(N uEn)(N uEn) + 
2 
-u,x - -w,x - -w,x - 2 -v,x -v,x - -w,x - -w,x - 2 -w,x - -w,x - -v,x - -v,x -
f 





- (~u,x P )(~u,x P ) + -
2
- (~v.xx P )(~v.xx P ) + -
2
- (~w,xx P )(~w.xx P ) + -
2
- (~a,x P )(~e,x P ) + 
~ ~ J + -- (N ~º)(N uEº)(N uEº)(N ~º) + -4· - (~w.x pº)(~v,x ~En)(~v,x ~En)(~w.x pº) dx + 





Observando-se (V.13) pode-se definir as seguintes ma 
trizes para um elemento 
Kn rL ( EA N t N . + EIZ Nt N + EI Nt N + GJ Nt N ) = } o -O -U,X -U,X -V ,XX -.V ,XX y -w,xx -w,xx -e,x -e,x 
(V.14) 
~~(~) = EA t [Nt (N A) N + Nt (N A) N o -v,x -u,x - -v,x -w,x -u,x - -w,x 
Nt (N A) N + Nt (N A) N -u,x -v,x - -v,x -v,x -v,x - -u,x 
Nt (N A) N + Nt ( N A) N J dx -u,x -w,x - -w,x -w,x -w,x - -u,x 
(V.15) 
Nt (N A)(N B) N + Nt (N A)(N B) N -v,x -w,x - -w,x - -v,x -w,x -v,x - -v,x - -w,x 
Nt (N A)(N B) N + Nt (N A)(N B) N -v,x -v,x - -w,x - -w,x -w,x -v,x - -w,x - -v,x 
(V.16) 
Com (V.14), (V.15) e (V.16) a expressao da EPT, dada 
por (V.13), fica idêntica a (II.16). 
dx 
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V.2.2. SISTEMAS IMPERFEITOS 
Seguindo-se o mesmo procedimento do Item II.2, a EPT 
para um elemento de um sistema estrutural sujeito a imper-
feições geométricas iniciais e dada por 
-n 1 t s2 + EIZ + EIY X2 + GJ y2) dx - 11. íl V = - (EA 2 
2 o X Xz y 
(V.17) 
onde as deformações sao dadas por 
1. 
(v;x + w;x)] - (u,x 
- [ u' (v2 + w2 )J E = +- +- = X . X 2 2 'x 'x 
2 (V.18) 
-
Xz = v,xx = o (V.19) 
- - o (V. 20) Xy = w,xx - w,xx = w,xx + w'xx w,xx = w,xx=> Xy = 
ê,x - e,x e,x e,x e,x e => 
- o (V.21) y = = + - = y = 'x 
sendo Ex dado por (V.8) e 
Ex= v,x v,x + w,x w,x = (N un)(N °ifl) + (N un)(N °ifl) -v,x - -v,x - -w,x - -w,x -
(V. 22) 
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Substituindo as deformações em (V.17) obt~m-se 
vn = vn + vn (V.23) 
onde Vn e dada pela expressao (V.13) e 
(V.24) 
que apos substituição de (V.8), (V.22) e (V.12) fornece a 
- -n seguinte expressao para V • 
IniciR da expressão (V.25) 
,fi = EA J
0 
[(~u,x ~En)(~v.x ~)(~v,x ~En) + (~u,x ~En)(~w,x ~)(~w,x ~En) + 
1 1 
(N uEn)(N u'1)(N u'1) (N uEn) + - (N uEn)(N u'1)(N uEn)(N uEn) + - (N uEn)(N u'1)(N uEn){N uEn) + 
-v,x - -v,x - -w,x - -w,x - z -v,x - -v.x - -w,x - -w,x - z -v,x - -v,x - -v,x - -v,x -
1 1 1 
- (N uEn)(N uEº)(N u'1)(N uEn) + - (N uEn)(N u'1)(N uEn)(N uEn) + - (N uEn)(N u'1)(N u'1)(N uEn) + z -V,X - -V X - -W,X - -W,X - z -W,X - -W,X - -W,X - -W,X - 2 -V,X - -V,X - -V,X - -V,X -
(N uEn)(N u'1)(N ifl)(N cpn) + (N ll(N if)(N if)(N uEn) + 
-V,X - -V,X - -W,X - -W,X - -V,X - -V,X - -W,X - -W,X -
1 
(N uEn)(N if)(N uEn)(N cpn) + - (N cpn)(N if)(N uEn)(N uEn) + 
-v,x - -v,x - -w,x - -w,x - z -v,x - -v,x - -w,x - -w,x -
1 3 
- (N uEn)(N ifl)(N uEn)(N ll + - (N uEn)(N ifl)(N uEn)(N (/ln) + z -v,x - -w,x - -v,x - -w,x - z -w,x - -w,x - -w,x - -w,x -
-
1
- (N <P0 HN uEn)(N ifl)(N <Pº) + -
2
1 
(~w,x tH~w,x ºº)(N,.,,xf)(~w,x_!tl + -
2
1 
(~v,x pº)(~v,x fH~v,x fH~v,x p°) J dx + 
2 -v,x - -w,x - -w,x - -v,x - ...,.. _ 
(V.25) 
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Identificando-se as matrizes 
~ ª EA J~ [~~.x (~v,x l!"l ~v,x + ~:.x (~v.x l!"l ~u,x 
(N u11) N + Nt 
-w,x - -w,x -w,x 
(V.26) 
rL ~ t 
~ = EA j' [ N t ( N ifl ) ( N u11 ) N + N ( ~w, x f )( ~W, x f ) ~w , x + 
- 2 Q -v,x -v,x - -v,x - -v,x -w,x 
(N u11)(N ifl) N + Nt 
-V ,X - -W,,:X - -W ,X -W ,X 
(V.27) 
a expressao (V.25) pode ser então escrita de forma idêntica 
a (II.38). 
V~3. MATRIZES DE RIGIDEZ DE ELEMENTO DE PÓRTICO ESPACIAL 
A seguir sao apresentadas as formas explicitas das 
matrizes~~'~~(~),~~(~,~),!~ e!~ para um elemento de 
põrtico espacial~ resultantes da integração de 
(V.15), (V.16), (V.26) e (V.27) respectivamente. 
(V.14), 
As integrais foram obtidas utilizando-se um programa 
de computador que opera com algebra simbólica, estando as 
principais etapas dos cálculos anexadas no Apêndice B. 
Conforme esperado, a matriz Kn 
-O 
e idêntica àquela uti 
lizada na análise 1 inear clássica, e em ~~(~) os termos de-
pendentes dos deslocamentos axiais ( e 11 e C14) sao justame.!!_ 
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C3 = 2 
C4 = 2 















-C1 o o o o o 
o -C10 o o o CB 
o o -C9 o -C7 o 
o o o -C2 o o 
o o C7 o C3 o 
o -CB o o o C4 
C1 o o o o o 
C10 o o o -CB 
C9 o C7 o 









C6 = 4 
C7 = 6 
C8 = 6 
C9 = 12 






































o C18 -C15 
o o -C13 
o C13 o 
o o o 
-C11 o 
-C 11 
( a i - a 7) 
o C17 C20 o C19 -C16 
C17 C14 o o o -C13 
C20 o C14 o C13 o 
o o o o o o 
-C18 o -C13 o C12 o 
C15 C13 o o o C12 
o -C17 -C20 o -C19 C16 
""C14 o o o C13 
-C14 o -C13 o 
































o o o o o o o o o o o o 
C21 C23 o -C28 C24 o -C21 -C23 o -C29 C26 
C22 o -C25 C28 o -C23 -C22 o -C27 C29 
o o o o o o o o o 
C30 C34 o C28 C25 o C36 C38 
~~(~,~) = C31 
o -C24 -C28 o C38 C37 
o o o o o o 
SIME'.TRICA C21 C23 o C29 -C26 
C22 o C27 -C29 








C24 = ~~~ {36 [3 (a2-as)(b2-ba) + (a3-a9)(b3-b9)] - 12L [as (b3-b9} - 3as (b2-bs) + bs (a3-a9) - 3bs (a2-as)J -
140L2 
EA 
C25 = ~~~ {36 [(a2-as)(b2-bs) + 3 (a3-a9}(b3-b9)] - 12L [3a 5 (b 3-b9) - as (b2-ba) + 3b 5 (a 3-a 9 ) - bs (a2-as)] -
140L2 
EA 









C27 = ~~~ {36 [(a 2-a 8 )(b 2-ba) + 3 (a 3-a9}(b3-b9)] - 12L [3a11 (b3-b9) - a12 (b2-ba) + 3b11 (a3-a9) - b12 (a2-aal] + 
140L2 
EA 










































-C41 -C44 o 




















C42 -C39 o C41 C44 o C43 -C40 
o o C41 o o o o o 
o o C44 o o o o o 
o o o o o o o o 
o o -C42 o o o o o 
o C39 o o o o o 
o -C41 -C44 o -C43 C40 
o o o o o 
o o o o 
o o o 
o o 
o 
( V . 3 1 a ) 











-n Matriz K2 
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o o o o o o o o o o o o 
C45 C47 o -C53 C48 o -C45 -C47 o -C53 C50 
C46 o -C49 C52 o -C47 -C46 o -C51 C53 
o o o o o o o o o 
C54 C58 o C52 C50 o C60 C62 
C55 o -C48 -C52 o C62 C61 
ti = o o o o o o 
-2 
C45 C47 o C53 -C50 
SIMtTRICA C46 o C51 -C53 












































































VI.l. O PROGRAMA INSTAB 
Com o objetivo de aplicar a formulação apresentada 
nos capitulas anteriores, desenvolveu-se, a partir do pro-
grama elaborado por ANTONINI [ 5], uma nova versao em 
FORTRAN 77 denominada INSTAB, para análise de estruturas es 
paciais formadas por barras. O programa original foi escrl 
to em FORTRAN-IV e baseado no STAP publicado por BATHE [ 2]. 
As modificações na utilização da memória principal 
foram decorrentes da divisão do vetor de trabalho (A) em 
dois (A e IA), de forma a armazenar os inteiros e reais se-
paradamente. Assim foi possivel utilizar-se precisão dupla 
no BURROUGHS A9P, a qual nao era aceita na forma original 
apresentada no STAP. 
Alem disso, algumas sub-rotinas foram incorporadas ao 
programa principal ou mesmo eliminadas, como no caso das ro 
tinas destinadas a leitura/gravação em disco. Todas foram 
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N MODAL s 
T 









1 O 1 
substituidas por apenas duas, LER e GRAVAR. 
Quanto ao armazenamento em mem5ria auxiliar (disco), 
com a otimização no dimensionamento dos arquivos e das ope-
rações de leitura/gravação, chegou-se a tempos bastante re-
duzidos para estas operações. 
O quadro VI.1 mostra como as rotinas do programa es-
tão interligadas. 
A seguir e apresentada uma descrição sumãria da fun-
çao de cada sub-rotina. O asterisco (*) indica as rotinas 
extraidas do STAP e de SSPACE [ 2], e que em alguns casos, 
sofreram adaptações para o caso particular de 
formadas por elementos de p5rtico espacial. 
estruturas 
ADDBAN(*) - Acumula na matriz global a contribuição das ma-
trizes de rigidez de cada elemento. 
ADORES(*) - Calcula o vetor apontador (endereço dos elemen-
tos da diagonal da matriz global), a partir das 
alturas efetivas das colunas. 
ASSEM(*) - Prepara os dados de um grupo de elementos para 
a montagem da matriz de rigidez. 
COLHT(*) - Calcula as alturas efetivas das colunas da ma 
triz de rigidez da estrutura. 
DECOMP(*) - Triangulariza,pelo método de Gauss, uma matriz 
armazenada segundo as alturas efetivas de colu-
na. Esta rotina foi alterada, retirando-se o 
teste de positividade, por se trabalhar em re-
giões pr5ximas a pontos criticas onde tal pro-
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priedade nao pode ser garantida. 
ELCAL(*) - Lê e grava os dados dos grupos de elementos. 
ELEMNT(*) - Chama a sub-rotina apropriada para cada 
de elementos. 
grupo 
ERROR(*) - Imprime mensagens de erro por sub-dimensioname~ 





- Prepara para ler os dados e para montar as ma-
trizes do grupo de elementos de pÕrtico espa-
cial. 
- Lê os dados dos elementos de pÕrtico espacial. 
- Monta as matrizes dos elementos de põrtico es-
pacial. 
- Grava um dado vetor em arquivo. 
INPUT(*) - Lê os dados dos pontos nodais (coordenadas e 
vinculação). 
INV4 - Calcula a inversa de uma matriz 4x4. 
JACOB(*) - Iteração Jacobi para solução do problema de 
autovalor. 
LER - Lê de um arquivo um determinado vetor. 
LOADS(*) - Lê os dados de carga, monta o vetor de 
e grava para cada caso de carregamento. 
forças 
MODAL - Monta o sistema não-linear, relativo a anãlise 
modal, e resolve pelo m~todo incremental itera-
MULT(*) 
ORT 
1 O 3 
tivo de Newton-Raphson. 
- Calcula o produto de uma matriz por um vetor. 
- Obt~m a parte ortogonal de um dado vetor em re-
lação a outro. 
REDBAK(*) - Retrossubstitui um sistema de equaçoes jâ trian 
gularizado. 
SCALAR - Calcula o produto escalar entre dois vetores. 
SCHECK(*) - Verifica a seqüência de Sturm na solução do pr~ 
blema de autovalor. 
SSPACE(*) - Resolve um problema linear de autovalor pelo me 
todo do sub-espaço. Como serão resolvidos dois 
problemas de autovalor, um a partir da origem e 
outro próximo ao primeiro ponto critico, a eta-
pa de geraçao dos vetores de partida foi desmem 
brada. Assim, o primeiro problema serã soluci~ 
nado a partir dos vetores gerados em STVET, e o 
segundo partindo dos autovetores do anterior. 
STVET(*) - Calcula os vetores de partida para SSPACE. 
WRITE(*) - Imprime deslocamentos, autovetores ou modos. 
Os arquivos em disco, todos do tipo 11 SCRATCH 11 , foram 
utilizados da forma apresentada no quadro VI.2. 
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Quadro VI.2 - Arquivos temporários em disco 
Arquivo Conteúdo 
dados dos e1ementos - reais 
dados dos e1ementos - inteiros 
vetores de forças 
matriz~º 











matriz K2 (Uo, Uo) 
A entrada de dados é idêntica àquela utilizada no 
STAP, apenas acrescentando-se o seguinte: 
- Na segunda linha do arquivo de dados, a 
MODEX tem os seguintes significados: 
= O conferir os dados 
= executar 
variável 
= 2 executar até a etapa de cálculo de cargas crl-
ticas utilizando-se a matriz ~G 
- Apõs a variável MODEX e na mesma linha, deve-se fi 
xar o numero de autovalores requeridos (NROOT), que indica-
rá o total de pontos crlticos a serem analisados. 
- ApÕs todos os dados dos elementos, devem ser defin1 
das as variáveis de controle para a análise modal, relativa 
1 O 5 
a cada ponto critico, da seguinte forma: 
NPOMAX = Numero de pontos de equilibrio desejados. Se nulo 
nao se realiza a anilise modal passando-se ao pr6-
*imo ponto critico. 
KINCR = Indicador do valor de incremento da variivel de 
controle quando esta é tomada como a amplitude do 
modo critico, a 1 • Dado por À/KINCR. Se não for 
especificado é automaticamente fixado KINCR=5. 
NCI = Numero de caso imperfeito a serem analisados. 
IIM = Numero miximo de iterações. Se nao for definido e 
tomado igual a 20. 
A seguir, para cada caso imperfeito, se houver, sao 
fornecidas as amplitudes de imperfeição em função dos modos 
~º' }1, }2, }3 e I4· Cada linha deve ser escrita no forma-
to 5 F10.5. 
Para uma visão geral, a seqüência do programa é, sim 
plificadamente a seguinte: 
- Entrada de dados. 
- Montagem e triangularização da matriz ~o· 
- Aproximação linear do caminho fundamental: U0 • 
Cilculo sequencial dos termos da aproximação cúbi-
ca do caminho fundamental: 
Resolução do problema de autovalor a partir da ori 
gem. 
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- Resolver o problema de autovalor atualizado, prõxi 
mo ã primeira carga critica. 
- Calcular as aproximações dos caminhos secundários 
associados aos pontos criticas: 
- Preparar os modos retidos e calcular os coeficien-
tes do sistema não-linear relativo a analise modal. 
- Executar a analise modal para os casos perfeito e 
imperfeito. 
Os itens a seguir sao destinados a descrever mais de 
talhadamente cada etapa. 
Vl.2. APROXIMACÃO DO CAMINHO FUNDAMENTAL 
Esta etapa teve como objetivo o calculo de uma apro-
ximação cúbica do caminho fundamental, seguindo-se a formu-
lação, já particularizada, apresentada no final 
I I I • 1 • 
da item 
A rotina COLSOL, utilizada originalmente no STAP pa-
ra solução de sistemas lineares foi retirada, pois as roti-
nas DECOMP e REDBAK, pertencentes a SSPACE, cumprem ã mesma 
finalidade. De fato, as etapas de triangularização, em 
DECOMP, e de retrossubstituição, em REDBAK, são 
ãs de COLSOL. 
idênticas 
t importante observar que uma vez triangularizada, a 
matriz pode passar pelo processo de retrossubstituição va-
1 O 7 
rias vezes sem que seja alterada. Assim, para a solução 
dos problemas (III.26), (III.28) e (III.30) so se montou e 
triangularizou a matriz K uma vez. 
-o 
Como as matrizes Ko, ~º triangularizada e ~2 (~o,~o) 
serao utilizadas mais adíante~ estas são armazenadas em ar-
quivos em d·isco. O mesmo ocorre com os modos~º' n2 e n3. 
A matriz ~1 (~ 0 ) gerada nesta etapa, e necessiria na solu-
ção do problema de autovalor, é mantida na mem5ria princi-
pal. 
O quadro VI.3 apresenta, de forma sintética, o fluxo 
do programa nesta etapa. 
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Quadro VI.3 - Etapa de aproximação do caminho funda-
mental 
Montar a matriz ~º e gravar 
Preparar o vetor de forças F e 
duas c5~ias ~1 e ~2 
Triangularizar ~º e gravar 
Calcular ~o e gravar - (III.26) 
retrossubstituição: Ua em F 
1 Montar ~3~ ~2 (~o, ~o) e gravar 
Vetores auxiliares: 
A1 = + ~2 (~o, ~o) • U o 
Calcular À~ - (III.27) 
DEM = ~; • F1 
ÀF = Ut • A_2/DEM 2 -º 
Calcular ~2 e gravar - (III.28) 
~l = ~~·. ~l - ~2/2 
retrossubstituição: n2 em F1 
F Calcular À3 - (III.29) 
~2 = ~1 (~o) • ~2 + ~1/2 
À~= u} • A2/DEM 
Calcular n3 e gravar - (III.30) 
F F2 = À3 • F2 - A2 
retrossubstituição: n3 em F2 
1 O 9 
Vl.3. DETERMINAÇÃO DE PONTOS CRÍTICOS 
Para a determinação de pontos criticas adotou-se a 
forma linearizada expressa pelo problema de autoValor. 
(III.40). O problema é dito linearizado por considerar-se 
uma tangente ao caminho de equilibrio, a partir de um certo 
ponto~ pesquisando-se a ocorrência de pontos críticos sobre 
esta reta. Assim, quanto mais linear for o caminho plí'i:niá-
rio ou mais próximo de um ponto critico se tome esta tange~ 
te, melhores serão os resultados. 
Como a principio não se tem indícios sobre a posição 
dos pontos críticos, toma-se como partida a origem, e resol 
ve-se o problema particularizado, dado por (III.41). Basean 
do-se nesses resultados é feita uma melhor aproximação, Pª! 
tindo de um ponto de equilíbrio próximo ã primeira carga cri 
tica. O ponto a partir do qual será obtida a matriz tange~ 
te (III.13), é determinado utilizando-se a aproximação cübi 
ca do caminho fundamental, (III.33) e (III.34), onde o par~ 
metro a é tomado igual ã primeira carga critica. A figura 
(VI.1) é uma representação gráfica da estratégia adotada. 
A comparaçao entre os resultados fornecidos pelo pr~ 
blema (III.41) ,.e a solução clássica (I.1) é bastante sim-
ples já que o procedimento é o mesmo, bastando zerar alguns 
coeficientes de ~1 (~ 0 ) para que se tenha a matriz geométri 
ca ~G· Tal comparação além de demonstrar a eficiência de 
uma aproximação consistente, permite uma indicação do grau 
de não linearidade envolvida no problema. 
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Quadro VI.4 - Etapa de aproximação dos pontos criti-
cas 
Recuperar~º 
Preparar vetores de partida 
Recuperar~º triangularizada 
Solução do problema de autovalor . . c 
[~o+ À K1 (~o) 1 = Q (III.41)ª 
Cálculo do par (~E; ÀE) 
UE= a Ua + a2 n2 + a3 n3 - . -
E . 2 F 3 F À =a+ a À2 + a À3 
onde a= 1ª carga critica 
Montar matriz tangente no ponto E 
~~ = Ka + K1 (UE) + ~ ~2 (~E, UE) 
(III.13) 1 
Triangularizar KE -T 
Preparar vetor de força F 
Calcular e gravar ~1 - (III.19) 
retrossubstituiçãà: n1 em F - -
Resolver o problema de autovalor 
atualizado 
E C E {~T +(À-À )[~1(~1) + 
+ ~2(~E,n1)J} T = Q (III.40) 1 
Gravar os modos criticas 
Armazenar as cargas criticas em um 
vetor: XLAM 
' o 
APROXIMAÇÃO A PARTIR DA ORIGEM 
[~o+~ ~1(~0)] ~= Q (IIL41) 1 
· 111 :, 
APROXIMACÃO A PARTIR DO PONTO E 
{ !$~ + (Ã<ÀE) [JS1 C!li )+ !52 (!J~~1}]} ~: Q 





Caminho de equil1brio não - linear 
-- - - Aproximação assintótica do caminho fundamental 
-· ---· - Tangente ao caminho de equilíbrio 
FIGURA VI. 1 - Aproximações dos pontos· críticos. 
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A sequ~ncia do programa para esta etapa esti repre-
sentada no quadro (VI.4). 
Vl.4. APROXIMACQES DE CAMINHOS. SECUNDÁRIOS 
Seguindo-se a formulação desenvolvida no item JII..3:, 
foram calculadas aproximações assint6ticas quadriticas dos 
caminhos secundirios, associadas a cada um dos pontos criti 
cos determinados. 
Para a aproximação dos deslocamentos, dada por 
(III.65), nota-se que, ap6s a fase anterior, ji se .di~põe 
de ~1 e 1 (para cada ponto critico), sendo uC facilmente ob-
tido por (III.38a). A determinação de ~2 e dada por 
(III.61) que é solucionado da mesma forma que os demais sis 
temas lineares, ou seja, por eliminação de Gauss. 
t importante observar que o sistema (III.61) é, teo-
ricamente, indeterminado no caso de bifurcação, ji que o 
determinante de~~ deve ser nulo por representar, matemati-
camente, a situação onde existem dois. ou mais caminhos de 
equilibrio se iterceptando. Anteriormente [ 5 J utilizava-
se a técnica do multiplicador de Lagrange para, com uma con 
dição adicional, garantir a solução do sistema (III.61). En 
tretanto, devido is aproximações, e bastante improvivel que 
a matriz~~ seja calculada exatamente sobre o ponto crftic~ 
e tal protedimento foi abandonado~ Com alguns testes veri-
ficou-se que esta modificação não acarretou qualquer tipo 
de problema numérico, e os resultados (modo ~2) foram prati 
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Quadro VI.5 - Aproximações dos caminhos secundários 
Recuperar o modo critico i Arquivo 
' 
IFI 
Aproximação do ponto critico 
c E c E 




1 = -2- [~1 (1) + K2 ( P, ~c) J P 
A2 = [K1 ( fJ 1) + K2 c ("Q1, ~ )] p 
• 
Cálculo de Às 1 - (III. 60) 
DEM = </lt • A2 
Ài = - ~ t • b/DEM 
~ 
Determinação de Ç - (III. 62) 
º 
s = - À1 • A2 - A1 - -
1 
Montagem da matriz tangente no ponto critico 
c (UC) 1 (~c, ~c) (III. 54) 1 ' ~T =~o+ ~1 +-K2 2 -
• 
Cál cu 1 o de ~ 2 : 
resolução do sistema KC -T • ~2 = º (III.61) 1 
• - s (I I I.64) Calculo de À2 -
~l = {~1 (~) + ~2 
c s 




SUP = ~t • ~l 
~l e+ À~ 2 • K2 ( :J 1 ' 1 S ( :J 1' 1) + = :J1) +-2 À1 ~2 
1 
+T ~2 (p, p)] p 
SUP = SUP + pt • ~l 
À2 = - SUP/DEM 
.. 
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camente id~nticos aos do programa original. 
A programaçao desta etapa seguiu o fluxograma 
no quadro (VI.5). 
Vl.5. ANÁLISE MODAL 
dado 
Como j~ foi estabelecido no ltem IV.3, nas equaçoes 
modais de equillbrio (IV.12), serão considerados apenas os 
termos resultantes de um truncamento na 5ij ordem do funcio-
nal de energia potencial total reduzida~ Assim, observando 
o quadro (IV.2), é posslvel escrever tais equaçoes, partic~ 
larizadas para a combinação modal {IV.8). 
h1 (a' À) = 
= À A1 + À2 B1 + À3 C1 + 
a1 011 + a2 012 + a 3 013 + 
ªi À 011 + a2 À E12 + a3 À [13 + 
ªl À2 F11 + a2 À2 F12 + a3 À2 F 13 + 
ª1 a1 G111 + a1 a2 G112 + a1 a3 G113 + a1 a4 G114 + 
a2 a1 G121 + a2 a2 G122 + a2 a3 G123 + ª1 ª4 G124 + 
a3 a1 G131 + a2 a2 G132 + a3 a3 G133 + ª· a4 G134 + 
a4 a1 Gu.1 + ª" a2 G142 + a4 a3 G143 + a't ª4 G144 + 
ª1 a1 À H111 + a1 a2 À H112 + ª1 a3 À H113 + a1 a4 À H114 + 
a2 ª1 À H121 + a3 a1 À Hu 1 + ª4 a1 À H141 + 
a1 a1 a1 Illll + a1 a1 a2 Il112 + a1 a1 a3 I1113 + a1 a1 ª4 Il114 
a1 a2 a1 Il121:.+ a1 a3 a1 Ji131 + a1 ª4 a1 I ll41 




h2 (a' ;x_) = 
= À A2 + ;x_2 82 +. >-- 3 C2 + 
a1 021 + a2 022 + a 3 023 + a4 024 + 
a1 À E21 + a2 À E22 + a3 À E23 + a4 À E24 + 
ª1 
;x_2 F21 + 
a1 a1 G211 + a1 a2 G212 + a1 a3 G213 + a1 a4 G214 + 
a2 a1 G221 + a3 a1 G231 + a4 a1 G241 + 
a1 a1 À H211 + 
a1 a1 a1 I2111· = o 
(VI.1b) 
h3 (~, ;x_) = 
= ;x. A3 + ;x_2 83 .j.. À 3 C3 + 
a1 031 + a2 D3 2 + a3 033 + a4 034 + 
a1 À [31 + a2 À E32 + a3 À E 3 3+ a4 À E34 + 
a1 ;x_2 f 31 + 
a1 a1 G311 + a1 a2 G312 + a1 a3 G313 + a1 ª4 G114 + 
a2 a1 G321 + a3-ai__G331 + a4 a1 G141 + 
a1 a1 À H311 + 
a1 a1 a1 I3111 = o 
(v:r .. 1c} 
h4 (a, ;,_) -· 
= À A4 + ;x_2 84 + ;x_3 C4 + 
a1 041 + a2 042 + ª4 043 + a4 044 + 
a1 À E41 + a2 À E42 + ª3 À E43 + a4 À E44 + 
a1 ;x_2 F41 + 
ª1 a1 G411 + ª1 ª2 G412 + ai ª3 G 413 + ~l ª4 ~414 + 
ª2 ª1 G421 + a 3 ª1 G4 31 + ª4 ª1 G441 + 
ª1 ª1 À H411 + 
a1 a1 a1 I4111 = o 
(VI.1d) 
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onde a representa as amplitudes a 1 , a2, a3 e a4 que acres-
cidade À compõem as inc6gnitas do problema. Como existe 
uma inc6gnita a mais do que o nGmero de equações, uma delas 
deverã ser fixada para que as demais sejam determinadas. 
Este é o papel desempenhado pela, assim chamada, variãvel 
de controle, p, enquanto as restantes formam o vetor das 
variãveis de estado, X. Desta forma, o sistema de equações 
pode ser reescrito sinteticamente como 
h (X, p) = O (VI.2) 
A seguir serã descrito, sumariamente, o método de 
Newton-Raphson para solução do sistema não-linear (VI.2). 
Partindo-se do par (X 0 ,. po) que satisfaz(VI.2), po-
de-se obter um ponto (~o + 6~·~ Po + 6p)~ resultante do 
acréscimo 6p, por meio da seguinte expansão em série 
ah. ah. 
h (Xo + 6X, Po + 6p) h (Xo, Po) "+ 6p l + 6x. l = 
ap J ax. 
+ 
(Xo ,po) J (~o,po) 
+ ••• = o 
(VI.3) 
onde 6x. sao os acréscimos das variãveis de estado. 
J 
Desprezando-se os termos restantes da série, tem-se 
uma aproximação linear para o incremento 6X, expressa pelo 
seguinte sistema 
ah 2 ah2 ah 2 ah 2 
ax1 ax2 ax 3 ax4 
ah 3 ah 3 ah 3 ah 3 
ax1 ax2 ax 3 axlf 
ou, de forma compacta 












onde J é a chamada matriz Jacobiana do sistema, que inverti 
da fornece 
(VI.6) 
Aplicando-se sucessivamente (IV.6) obtém-se uma aprQ 
ximação do incremento 6X na forma 
6X = 6X 1 + 6X 2 + ••• 





< E ' 
(VI.7) 
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sendo E a tolerância desejada. 
Na implementação, a variável À e o parâmetro de con-
trole a partir da origem, (~ 0 , Po) = (Q, O), com acréscimos 
e e de 0,1 À • Não existindo convergência ou quando À = 0,8 À, 
a variável de controle passa a ser a amplitude do modo cri-
tico, a 1 , enquanto À ocupa a primeira posição no vetor das 
variáveis de estado. O procedimento permanece o mesmo bas-
tando substituir a primeira coluna da matriz J pelo vetor 
~P' e vice-versa. O incremento da variável de controle -e 
fixado em função do valor de À no momento da troca, 
por À/KINCR. 
d ado 
O processo descrito equivale ao controle de carga 
(parâmetro À), seguido de um controle de deslocamentos (am 
plitude a 1 ) realizado na analise incremental convencional. 
A analise dos casos imperfeitos e idêntica, sendo n~ 
cessaria, somente, que se determine novamente os coeficien-
tes que sofrem influência das imperfeições. 
O fluxograma a seguir descreve a etapa de analise 
modal. 
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Quadro VI.6 - Análise modal 
Ortogonalização e normalização dos modos ~i 
CAS0=1, NCI+1 
Cálculo dos coeficientes do sistema (VI.1) 
Variável de controle:{ p = À 
Incremento: 6p = 0,1 ÀC 
II= 1, NPOMAX 
Solução do sistema não-linear pelo 
método iterativo de Newton-Raphson 
V 
Trocar a variável de controle 
p = a1 
6p = À/KINCR 
Incrementar: p = p + 6p 




VIl.1. PÓRTICO ESPACIAL HEXAGONAL COM APOIOS DESLIZANTES 
Como primeiro exemplo, analisou-se o p&rtico espa-
cial apresentado na figura VII.1, composto por 12 barras de 
seção transversal quadrada e sujeito a uma carga·concentra-
da, P, aplicada no topo. Os apoios impedem apenas os desl~ 
camentos na direção vertical, permitindo assim, por desliz~ 
menta, que as barras horizontais sejam solicitadas por es-
forços axiais. 
Este exemplo jã foi apresentado em alguns artigos, 
como aplicação de métodos incrementais de anãlise não-li-
near [10,25,26], dispondo-se inclusive de resultados expe-
rimentais. 
O grãfico da figura VII.1 mostra as respostas nao-
lineares, da estrutura perfeita, resultantes da aproximação 
assini5tica c~bica e da anãlise modal. A discretização uti 
lizada foi de 6 elementos para cada barra, totalizando as-
1 21 
sim 72 elementos. 
o primeiro ponto crTtico detectado pel·as análises 
clássica (I.1) e linearizada a partir da origem (III.41), ê 
um ponto de bifurcação num modo assi'mêtrico. Contrariamen-
te, o problema de autovalor atualizado (III.40) acusou um 
modo radialmente simétrico - mostrado na figura VII.1 - se-
melhante ao modo fundamental ~º' indicando assim que o com-
portamento estrutural é, na verdade, caracterizado por per-
da de estabilidade associada a um ponto limite. 
Comparando-se as respostas, nota-se a coincidência 
dos resultados experimentais com aqueles obtidos na análise 
modal. Nota-se ainda uma boa aproximação da resposta assi~ 
t5tica, com uma diferença inferior a 5% para o valor da car 
ga crTtica em relação ãquela da análise modal. 
No quadro VII.1 são dados os valores das cargas crT 
ticas, P , obtidas com as distintas análises e os corres-cr 
pondentes modos. 
Quadro VII.1 - Valores das cargas crfticas (fig. 
Procedimento 
Problema clássico de 
autovalor (r.1) 
VII.1) 
Análise linearizada a partir 




















E = 3035 MN/m2 
G = 109'5 MN/m2 
A = 3,187 cm2 
J = 1,378 cm4 
ry:: 0,833 cm4 






""' '?77? '""' '-'l'7 
X 
Modo Simétrico @1 
+ Resultados Experimentais (25] 
v (cm) 
2.0 
FIGURA VII. 1 - 12 Exemplo. P.órtico hexagonal com apoios 
desli zontes. 
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Vll.2. PóRTICO ESPACIAL HEXAGONAL COM APOIOS ROTULADOS 
A mesma estrutura do primeiro exemp,lo foi reanaliza-
da considerando-se os apoios rotulados (translações impedi-
d a s n a s t rês d i r e ç õ e s . p r i n ci p a i s ) . A a n ã l i s e f o i r e a l i z a d a 
com a mesma discretização anterior e as respostas 
estão apresentadas na figura VII.2. 
obtidas 
Neste caso, por mudança nas condições de contorno, 
a estrutura tornou-se mais rigida resistindo ao carregamen-
to com uma maior participação dos esforços axiais. Desta 
vez os resultados dos problemas de autovalor (I.1), (III.41) 
e (III.40) foram concordantes quanto is formas modais asso-
ciadas a.um certo ponto critico. Detectou-se a ocorrência 
de dois pontos de bifurcação coincidentes (mesmo autovalor 
e diferentes autovetores) cujos modos criticas ~1 e~~' são 
ilustrados na mesma figura VII.2. Esses modos assim~tricos 
podem ser considerados análogos se observarmos que estão as 
saciados a uma rotação do topo em torno dos eixos X ou Z, 
respectivamente para ~1 e ~2 • 
A análise modal relativa a cada um dos dois modos 
~ 1 e ~2 , indicou caminhos põs-bifurcação instãveis com a - ,.._ 
mesma projeção (curva 3) sobre o plano (P, v). Por outro 
l a d o a a p r o x i ma ç ão a s s i rrt õ t i ca ( c u r v a 4 ) a c u s o u u m c o mp o r t ~ 
menta põs-critico estivel. Uma possiyel explicação ~ara es 
s9- discrepância seria a insuficiência de uma aproximação ap~ 
nas linear para o caminho fundamental (~li em (III .48)), já 
que rotaç.5es caracterizando um comportamerrto não-linear so 
estão presentes nos modos n2 e n 3 não considerados; isto se 
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torna mais claro com a análise dos resultados do 
exemplo. 
prõximo 
Por outro lado, a influ~ncia de tais modos i consi 
derada na análise modal, que por· ter formulação consistente 
quanto ao truncamento, fornece resultados mais confiiveis. 
A observação mais importante que pode ser feita em 
relação as respostas da figura VII.2 i que a anilise modal 
i capaz de detectar uma bifurcação instável, a qual não 
obtida com uma anãlise não-linear convencional (curva 5). 
~ 
e 
A consideração de imperfeições geom~tricas na for-
-ma de qualquer um destes primeiros dois modos nao gerou bons 
resultados. Observa-se na figura VII.2 que a resposta im-
perfeita (curva 6) não~ assintõtica ao caminho pôs-bifure! 
ção, não sendo portanto confiável seu pseudo ponto limite. 
O terceiro modo crltico í 3 , radialmente simitrico, 
corresponde a um ponto limite. As respostas da análise mo-
dal (curva 2) e da aprox·imação assintõtica c~bica (curva 1) 
apresentaram resultados coincidentes no trecho inicial do 
caminho fundamental, afastando-se apenas nas proximidades 
do ponto de bifurcação, com uma diferença· no valor da carga 
limite da ordem de 7%. 
No quadro VII.2 pode-se observar os va1:ores . das 








E = 3035 MN/m2 
G = 1095 MN/m2 
· A = 3,187 cm.2 
J = 1,378 cm4 
l:y = 0,833 cm4 
.~:z = 0,833 cm4 
X ---
1,0 2,0 v {cm) 
(D Aproximação assintótica do caminho fundamental. 
® Análise modal relativa ao modo @3 . 
@Análise modal relativa aos modos f 1 e f2. 
@) Aproximação assintótica do caminho pós- bifurcação. 
@ Análise incremental iterativo [25]. 
® Caminho imperfeito O= 0,005 ~ 1 . 
FIGURA VII .2 - 22 Exemplo; Pórtico espacial hexagonal rotulôdo. 
126 
Quadro VII.2 - Valores das cargas criticas (fig. 
VII.2) 
Procedimento Ponto de Ponto bifurcação ( N ) limi·te ( N) 
Problema clássico de 
autovalor ( I. 1 ) 428 549 
Análise linearizada a 
partir da origem (III.41) 373 501 
Análise linearizada 
atualizada (III.40) 337 396 
Anâlise modal (IV.12) 329 354 
Como forma de se induzir a um comportamento mais 
extensional, a mesma estrutura com apoios rotulados foi ana 
lisada com o dobro da altura original e a resposta estã na 
figura VII.3. 
Analogamente ao exemplo anterior, detectou-se duas 
bifurcações coincidentes e um ponto limite. O caminho fun-
damental ê praticamente linear ate a ocorrência do ponto de 
bifurcação, que se mostrou estãvel tanto na anãlise modal 
quanto na aproximação assintõtica do caminho põs-crítico. 
Esta coerência dos resultados vem a reforçar a idéia de que 
no caso anterior, sujeito a maiores rotações, os modos n2 
e ~ 3 seriam importantes na aproximação assintótica do cami-
nho pôs-crítico. 
Com-0 se pode notar pelos resultados apresentados no 
quadro VII.3, devido ao comportamento quase linear, os valQ 
res das. cargas críticas obtidos nas diferentes anil ises são 
bastante prõximos, principalmente para o ponto de bifurca-
çao. Dentre os trés autovalores requeridos na solução do 
problema clássico nenhum corresponde a um ponto limite. 












APROX. ASSf!"JTÓTICA CÚBICA 
ANALISE MODAL 










E = 3035 MN/m2 
G = 1095 MN/m2 
A = 3,187 cm? 
J =. 1,378 cm4 
!JY = 0,833 cm4 
I~z = 0,833 cm4 
,;: 
I • 60,69 cm j!I, 
.· . ºl P,v 
X -
. 8,90cmL ~· .X 
. --. 
0,5 1,0 v (cm) 
FIGURA VH.3:: 32 Exemplo. íiórtico espacial hexagonal rotulado ( h=S,90 cm). 
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Quadro VII.3 - Valores das cargas criticas (fig. 
VII.3) 
Procedimento Ponto de Ponto bifurcação ( N) l imite ( N ) 
Problema clãssico de 
autovalor ( I. 1) 802 
Anãlise linearizada a 
partir da origem (III.41) 772 1223 
Anãlise linearizada 
atualizada· (III.40) 763 1169 
Analise modal ( IV.12) 757 1083 
VI 1.3. DOMO ABATIDO EM FORMA DE ESTRELA 
A figura VII.4 mostra o caminho não-linear de equf 
1ibrio do domo abatido composto por 24 barras, todas com as 
mesmas caracterlsticas e submetido a uma carga concentrada 
em seu topo. Os apoios são todos do tipo r&tul~ e cada bar 
ra foi discretizada em 4 elementos. 
No quadro VII.4 estão os valores encontrados para 
as cargas criticas. Exceto na solução do problema clãssi-
co de autovalor, não se detectou nenhuma btfurcação ao lon-
go do caminho fundamental anterior ao pon·to limite. 
Desta forma, dominado pelo modo fundamental, ra-
dial mente sim~trico, o resultado da analise modal se corre-
lacionou muito bem com os da analise i·ncremental extraidos 
na refer~ncia [25]. A aproximação assint6tica mais uma vez 









4"3, 3 cm 43, 3 cm 
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X 
E = 3030 MN/m2 
G = 1096 MN/m2 
A = 3,17 cm2 
J = 0,918 cm4 
f y = 2,377 cm4 
I z = 0,295 cm4 
_r_:_ 
_j_. =r:_le,21Gcm 
ANÁLISE MODAL ~---......... ........ ' . ' ANALISE INCREMENTAL (25] 
. 
APROX. ASSI NTOTICA 
1,0 2,0 v (cm) 
FIGURA VII.4- 4~ Exemplo. Domo abatido em forma de estrela. 
130 
na vizinhança do ponto limite. 
Quadro VII.4 - Cargas criticas (fig. VII.4) 
Analise Ponto l.i.·m ite ( N) Ponto de bifurcação (N) 
Clássica ( I. 1 ) 2224 1650 
Linearizada (III.41) 755 
Atualizada (III.40) 604 
Assintótica (III.34) 530 
Modal (IV.12) 578 
Incremental (ref. [25]) 558* 
·k valor 1 ido no grafice da ref. [ 25] . 
A figura VII.5 apresenta os resultados para ames-
ma estrutura, sujeita ao mesmo ·carregamento, porém composta 
por barras de seção transversal quadrada com a mesma area 
das barras do exemplo da figura VII.4. Nota-se que agora a 
r i g i d e z a fl ex ão no p l a n o v e r t i c a l s e to r n a ma i o r (I z maior) . 
As respostas de todos os problemas de autovalor acu 
saram a ocorr~ncia de ponto limite como primeiro ponto cri-
tico. No quadro VII.5 estão os valores das cargas criticas 
obtidas, oride pode-se observar que a carga limite referente 
a um modo radialmente simêtrico e, agora, para a estrutura 
com maior rigidez a flexão nesse modo, cerca de duas vezes 
maior que aquela observada no exemplo anterior da figura 
VII.4. 
Na solução apresentada em [25] para este mesmo prQ 
blema (linha·tracejada na fig. VII.5) não foi detectado o 












E = 3030 MN/m2 











INCREMENTAL [25] / ,,,,, ,, -- .,,,,, ----,,--
v (cm} 
0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 
FIGURA VII.5 - 5~ Exemplo. Domo abatido em forma de estrela 
( barras com seção quadrada ) . 
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tura do caminho de equilfbrio. 
Quadro VII.5 - Cargas criticas (fig. VII.5) 
Análise Ponto limite ( N) 
Clássica ( I. 1 ) 4231 
Linearizada (III.41) 1427 
Atualizada (III.40) 1301 
Assintõtica (III.34) 11 O 5 
Modal (IV.12) 113 2 
Vll.4. PÓRTICO HEXAGONAL ENGASTADO 
O põrtico espacial mostrado na figura VII.6 e com-
posto por 18 barras de mesmas caracterlsticas, cada qual 
subdividida em 4 elementos para efeito de discretização. Os 
apoios são engastes e os demais pontos nodats estão submeti 
dos a cargas concentradas verticais de mesma intensidade. 
Dos quatro autovalores requeridos, todos se revel! 
ram associados a pontos de bifurcação, sendo· o primeiro cor 
respondente a um modo axissim~trico, p1 , caracterizado por 
uma rotação em torno de Y. O segundo e tercetro autovalo-
res são coincidentes, e como no segundo exemplo seus modos 
correspondem a rotações do topo em torno de X e Z respecti-
vamente para p2 e p3 • A quarta bifurcação detectada estã 
associada a um·modo crftico radialmente arrtissim~trico, í
4
• 
Na mesma figura VII.6 estão apresentados, por sim-
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plicidade, apenas os resultados da análise modal, jã que as 
aproximações assintôticas se mostraram quase coincidentes. 
Al~m de indicar que os caminhos pôs-bifurcação são 
todos estãveis, a análise modal tamb~m p-0ssibilita a verif! 
caçao da influência de imperfeições geom~tricas i n i c i a i s , 
na forma de cada um dos respectivos modos críticos. A mag-
nitude de imperfeição no modo !i foi baseada no valor de 
sua amplitude nas proximidades do ponto crftic·o em questãh, 
no início do caminho pôs-critico. 
Como se pode observar, o comportamento fundamental 
desta estrutura~ linear, determinando assim a proximidade 
dos valores das cargas críticas resultantes das diversas anã 
lises, apresentadas no quadro VII.6. Comparando-se os re-
sultados obtidos com aqueles apresentados na referência 
[26], nota-se que o primeiro e quarto pontos críticos obti-
dos em cada uma das anãlises têm valores bem prôximos, embo 
ra os modos nao sejam exatamente os mesmos. · A segunda e 
terceira bifurcações coincidentes não são detectadas em 









0,1 0,2 0,3 
Ü = 0,25 ~l 
Ü = 0,5 @1 -
E = 20685 MN/m2 
G = 8825 MN/m2 
A = 0,9272 m2 
J = 0,1260 m4 
Iy = 0,0446 m4 
I2 = 0,1150 m4 
• - Nó carregado 
X 
10,892m 
0,4 0,5 V ( m) 
FIGURA VII. 6 - 6~ Exemplo. Pórtico hexagonal engastado. 
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Quadro VII.6 - Cargas cr1ticas (fig. VII.6) 
Anâl i se 1ª car{a crítica MN) 




Clãssica ( I. 1 ) 17,8 35,6 46,7 
Linearizada 
(III.41) 1 7, 8 33,9 46,7 
Atualizada 
(III.40) 1 7, 2 33,6 44,2 
Modal (IV.12) 1 7, 2 33,5 42,5 
Análise não-li-
near (ref. [26]) 17 ,4 - 42,8 
VIl.6. DOMO RETICULADO HEMISFÉRICO 
O domo reticulado ilustrado na figura VII.7 tem 
seus pontos nodais situados numa superfície hemisférica, 
sendo d e f i n i d os por 2 4 d i vi sões i g u a i s em cada anel l a ti tu d i 
nal e 4 divisões iguais no semi-meridiano. 
A estrutura foi discretizada com 264 elementos de 
p6rtico espacial; um elemento entre n5s na superfície hemis 
fêrica. 
Os 24 apoios da base sao r6tulas e a estrutura foi 
analisada para um carregamento vertical uniformemente dis-
tribuído sobre sua superficie, com o valor de 2900 N/m 2 • As 
cargas nodais equivalentes foram calculadas considerando-se 
que cada m8dulo triangular distribui igualmente sua carga 
entre seus tr~s v~rtices. O valor da carga aplicada nos 







l l t l l l i l 
f :,v 
1~ 45,8 m 
* 
i 
E = 20000 KN/m2 
G = 8500 KN/m2 
A = 32 cm2 
J = 145 cm4 







FIGURA VII.7- Domo Reticulado Hemisférico. 
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dado no quadro VII.7. Este carregamento é. o mesmo utiliza-
do na anãlise apresentada na refer~ncia [27], de onde se ex 
traiu o exemplo. Nesta refer~ncia, por~m, a estrutura e 
constituida por elementos de treliça espacial. 











Na figura VII.8 estão representados os caminhos de 
equilibrio obtidos na aproximação assint5tica e na anãlise 
modal. Deve-se notar que a intensidade do carregamento e 
dada por À, um parimetro adimensional, que corresponde a 
parcela da carga total aplicada. 
O domo não apresenta simetria radial e sim sime-
triacíclica. Portanto o modo fundamental, ~º é caracteri-
zado por uma torção axial global no sentido anti-horãrio, 
devido ao arranjo das diagonais. 
Este sistema estrutural é caracterizado por um com 
portamente fundamental quase lineaG sendo as respostas das 
anãlises linear e não-linear com elementos de treliça [27] 
praticamente iguais àquelas da preseffte aproximação assint.§_ 
tica com elementos de p6rtico, a qual é dominada pelo modo 
linear ~o· 





APROXIMACÃO ASSINTÓTICA CÚBICA 
E RES·POSTAS LINEAR E NÃO-LINEAR [27] 
n MOOO FUNDAMENTAL ~o 
z 
RESPOSTAS DA ANÁLISE MODAL 
-0,5 - 1,0 
X 
v(cm} 
FIGURA VII. 8 - 7~ Exemplo. Domo reticulado hemisférico. 
139 
tro primeiros parâmetros de carga critica, Àc, e a forma de 
seus respectivos modos, obtidos das soluções.dos problemas 
de autovalor. Observa-se que todos os pontos criticas de-
tectados são correspondentes a bifurcações, sendo bem infe-
riores ao ntvel de carregamento dado (À= 1). Devido ao 
comportamento fundamental, quase linear os problemas de au-
tovalor cl;ssico e linearizado apresentaram os mesmos resul 
tados. Nota-se que não houve uma alteração significativa 
nos valores das cargas criticas com a atualização do probl! 
ma de autovalor. Entretanto, com essa atualização ocorreu 
uma modificação na ordem e na forma dos modos criticas. No 
problema atualizado foram detectadas duas bifurcações asso-
ciadas a modos torsionais distintos, anteriores ã bifurca-
çao mGltipla correspondente aos modos asstm~tricos. 
Voltando ã figura VII.8, pode-se observar que a 
anãlise modal corresponde ao primeiro ponto critico (modo 
~ 1 ) indicou um caminho pós-bifurcação inicialmente estivel. 
Por problemas de convergência este primeiro caminho põs-crl 
tico nao pode ser melhor investigado. 
A anãlise modal relativa ao segundo modo critico 
t
2
, revelou a ocorrência de um ponto limite ao longo doca-
minho p5s-bifurcação) para uma intensidade de carregamento 
de aproximadamente A= 0,47 e caracterizado por grandes des 
locamentos. 
Os modos críticos í 3 e T4 sao, como as demais bi-
furcações mGltiplas, associados a rotações do topo em torno 
dos eixos X e Z acompanhadas de deslocamentos dos aneis 
nas direções· Z e X respectivamente. O caminho pós-critico 
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correspondente aos modos assimétricos t
3 
e T4 acompanha de 
perto o caminho fundamental atê que; para À~ 0,42, ocorre 
uma sGbita perda de rigidez, com grandes deslocamentos, ca-
racterizando um ponto limite. 
Quadro VII.8 - Parâmetros de carga critica (fig. 
VI LB) 
Parâmetros de 
Problema de autovalor carga critica Modo 
(Àc) 
0,2002 torsional, no sentido horário Clássico ( I. 1 ) 0,2036 assimétrico* 
0,2036 assimétrico* 
0,2151 assimétrico 
0,2002 torsional no sentido horário 
0,2036 assimétrico* 
Linearizado (III.41) 0,2036 assimétrico* 
0,2151 assimetrico 
0,1974 torsional, no sentido anti-horãrio 
0,2006 torsional, no sentido Atualizado (III.40) horãrio 
0,2030 assimétrico* 
0,2030 assimétrico* 
Nota: ;', - modos assimétricos de uma bifurcação múltipla. 
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CAPÍTULO VIII 
CONCLUSAO 
VIII.l, CONSIDERAÇQES SOBRE O MÉTODO 
Nos processos convencionais de anilise · não-linear 
elistica de estruturas, são comuns as dificuldades encontr~ 
das para uma correta detecção de pontos críticos (principal 
mente de bifurcação) que ocorrem ao longo de um caminho fun 
damental de equilíbrio, e também a obtenção de caminhos pos-
criticos. A existência de rotações pré-críticas, mesmo que 
pequenas, confere um grau de não-linearidade suficiente pa-
ra que a aproximação clissica de cargas críticas não mais 
forneça resultados confiiveis. 
Por outro lado, utilizando-se a presente formula-
ção, a qual e baseada na teoria geral da estabilidade elis-
tica, tais problemas não são encontrados. 
Na estimativa do valor das cargas criticas, a for-
mulação linearizada consistente (III.41) fornece, com o mes 
mo esforço computacional, sempre melhores resultados que 
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aqueles da aproximação clássica (I.1). Resultados ainda 
mais refinados são obtidos através da atualização do probl! 
ma de autovalor (III.40), o qual permite uma comparação com 
os resultados anteriores, indicando o grau de não-linearid! 
de geométrica envolvida no sistema estrutural. 
A análise dos caminhos p5s-criticos, sejam estes 
associados a pontos limite ou de bifurcação, e realizada de 
forma inteiramente automática e geral. Na análise modal o 
avanço em um determinado caminho p5s-critico requer apenas 
a troca do parâmetro de controle, de forma semelhante ao 
controle de deslocamentos no processo incremental. A análi 
se modal utilizada dispensa a consideração de correções ou 
de tentativas nos modos a serem retidos [12-14,18,29]. 
O estudo da sensibilidade a imperfeições geométri-
cas e formulado e realizado de maneira simples. Da forma 
desenvolvida, o sistema perfeito e tratado como um caso Pª! 
ticular, onde o caso geral correspondei estrutura imperfe! 
ta, caracterizada por um vetor de imperfeições. As formas 
modais que tendem a gerar imperfeições de influ~ncia mais 
significativa já estão disponíveis na combinação modal. t 
possivel então definir um vetor de imperfeições como fração 
de um ou mais destes modos, sendo o caminho de equilfbrio 
obtido segundo o mesmo procedimento da análise do caso per-
feito. 
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VIII.2. LIMITAÇQES DA FORMULAÇ~O UTILIZADA 
A id;ia de se estender ãs estruturas reticuladas 
espaciais a presente análise modal assint6tica, foi motiva-
da pelo sucesso alcançado na análise de estruturas planas 
[ 5 ]. Verificou-se porem que alguns ajustes devem ser fei 
tos para que o método seja perfeitamente adaptado ao caso 
tridimensional. Isto se deve 'as dificuldades encontradas, 
em alguns casos, na análise de bifurcações mGltiplas bastan 
te comuns em estruturas espaciais. 
Nas aproximações assint5ticas dos camtnhos p5s-cr! 
tices a simplificação, expressa por (II.48), conduz a modos 
p5s-crfticos nos quais a influência dos modos fundamentais 
e reduzida a sua forma linear ~1 • Pode-se observar em 
(III.61) que o modo ~
2 
depende exclusivamente do modo crfti 
co ~ e de ~
1
!. Assim a influência dos modos ~2 e ~3 nao e 
considerada, gerando aproximações distintas da presente ana 
lise modal no caso de bifurcações múltiplas ao longo de um 
caminho fundamental não-linear. Por outro lado a não-linea 
ridade do caminho fundamental e em parte descrita pelos mo-
dos ~2 e ~3 utilizados na combinação modal. 
-Acredita-se que apos alguns aperfeiçoamentos, sug! 
ridos a seguir, o procedimento numérico estarã adaptado as 
estruturas reticuladas espaciais, gerando resultados que, ã 
semelhança daqueles obtidos anteriormente para p5rticos pl~ 
nos, sejam amplamente satisfat6rios em aplicações práticas. 
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Vlll.3, SUGESTÕES DE CONTINUIDADE 
Inicialmente, para maior eficiência do programa ut.:!_ 
lizado seria necessârio um melhor aprovei"tamento de memória 
auxiliar (arquivos em disco) de forma a diminuir as dimen-
sões dos vetores de trabalho. 
Na etapa de calculo dos coeficientes do sistema 
não-linear relativo a anilise modal, uma considerãvel redu-
ção do tempo de processamento seria possivel se os 
cientes a serem truncados não fossem calculados. 
coefi-
Para que o programa tenha aplicação geral, em qual 
quer caso de estruturas reticuladas espaciais, torna-se ne-
cessãria a possibilidade de liberação de graus de liberda-
de, a ser realizada numa forma automitica sobre as matri-
zes de elementos. 
Quanto as aproximações assintóticas seria interes-
sante que se obtivessem termos de uma ordem mais altas para 
os caminhos pós-críticos, onde o modo t 3 poderia ser calcu-
lado facilmente seguindo-se a formulação geral. Acredita-
se, ainda, que a inclusão deste modo, í 3 , na combinação mo-
dal poderia resolver problemas de convergência, observados 
em alguns exemplos, no inicio do caminho pós-crítico. 
Incluindo-se t 3 na combinação modal poderia se ten 
tar escrever a expressao (IV.15) de outra forma, consideran 
do-se que ~3 e t 3 tenham contribuição cGbica. Assim os mo-
dos de contribuição de quarta ordem, não considerados, te 
riam influência a partir da quinta e o truncamento seria me 
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lhor justificado. 
Aplicando-se a equaçao de equilibrio critico a par 
tir de um ponto situado em um caminho p0s-critico, poderia-
se examinar a ocorrência de bifurcações secundárias, próxi-
mas ao ponto critico inicial. Isto denotaria a existência 
de intera~ão modal não-linear entre os modos terciários, se 
cundãrios e primários (fundamentais), podendo então alterar 
a resposta da estrutura. 
A partir da equaçao de equilibrio (11.48), que cor 
relaciona forças e deslocamentos nodais, poderia-se calcu-
lar os esforços internos nos elementos em qualquer ponto do 
caminho não-linear. O acompanhamento das tensões seria im-
portante não sõ para efeito de dimensionamento, como para 
verificação dos limites do material, principalmente nos ca-
sos de comportamento estável, onde o colapso se daria por 
plastificação ou ruptura. 
Finalmente a combinação modal poderia ter um nume 
ro variável de modos, fixados automaticamente conforme as 
necessidades. No caso de bifurcações mGltiplas, ou muito 
próximas, seriam retidos além dos modos fundamentais, aque-
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APÊNDICE A 
PROPRIEDADES DAS MATRIZES DE RIGIDEZ 
- Simetria 
t 
~ o = ~ o 
- Distributividade dos parâmetros 
- Comutatividade dos parâmetros 
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- Comutatividade na multiplicação por vetores 
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APÊNDICE B 
INTEGRAÇÃO DAS MATRIZES DE RIGIDEZ 
Neste apêndice estão anexadas as etapas de integra-
çao das matrizes~º' ~1 (~) e ~2 (~,~) para um elemento de 
pÕrtico espacial. 
A integração foi realizada com o auxilio do programa 
MUMATH [30] que opera com ilgebra simbÕlica. 
Observou-se que o programa não é muito eficiente na 
integração de grandes expressões polinomiais. Sendo assim, 
não se utilizou a função para integração (DEFINT) diretame~ 
te sobre as matrizes, e sim o seguinte procedimento. 
Por exemplo, uma parcela de ~2 (~,~) e 
JLO N t -v,x (~w,x A) (~v,x B) ~w,x dx 




P • M dx 
onde 
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Pê um escalar correspondente ao produto 
M ê uma matriz 12x12, resultante do produto Nt N -v,x -w,x' 
cujos elementos sao polinômios do tipo 
a x4 + b x3 + c x2 + dx + e 
Calculando-se as integrais 
INT4 = 
J~ 
p x4 dx 
INT3 = 
J'. 
P x3 dx 
' 
rL 





p X dx e 
INTO = J'. P dx 
um elemento da matriz rl p . M dx sera obtido como: 
) o -
a • INT4 + b • INT3 + c • INT2 + d • INT1 + e • INTO 
Desta forma para cada parcela s6 foram calculadas cin 
co integrais, sendo estas posteriormente substituidas nas 
matrizes por meio da função EVSUB. 
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Definições de uso geral 
? p1: 1 + 2(X/L)A3 - 3(X/L)A2 $ 
? p2: x +XA3/LA2 - 2XA2/L $ 
? p3: -2(X/L)A3 + 3(X/L)A2 $ 
? P"i : XA 3/L A 2 - XA 2/L $ 
? q1: 1 - X/L $ 
? q2: X/L $ 
? Nu: iq1,0,0,0,0,0,q2,0,0,0,0,0} $ 
? Nv: t0,p1,0,0,0,p2,0,p3,0,0,0,p4} $ 
? Nw: iO,o,p1,o. -p2,o.o.o,p3,o, -p4,0l $ 
? Nt: i0,0,0,q1,0,0,0,0,0,q2,0,0} $ 
? Nvx:DIF(NV,X) $ 
? Nwx:DIF(NW,X) $ 
? A : Ca1,a2,a3,a4,a5,a6,a7,a8,a9,a10,a11,a12J 
? B : [b1,b2,b3,b4,b5,b6,b7,b8,b9,b10,b11,b12J 
? u : [U1,U2,U3,U4,U5,U6,U7,U8,U9,U10,U11,U12] 
? Nux:DIF(NU,X) $ 
? Ntx:DIF(Nt,x) $ 
? Nvxx:DIF(NVX,X) $ 





Determinação da matriz~º 
? Nuu: EXPAND e Nux' . NUX) $ 
? Ntt:EXPAND(Ntx' .Ntx) $ 
? Nvv: EXPAND(Nvxx• . Nvxx) $ 
? Nww: EXPAND(Nwxx• . NWXX) $ 
? Nuu: NUW<L $ 
? Ntt: Ntt.*-L $ 
? Nvv:NvvxL $ 
? Nww:NwwxL $ 
? Nvv: EVSUB(NVV, X" 2, L" 2/3) $ 
? Nww:EVSUB(Nww,X"2,L"2/3) $ 
? Nvv:EVSUB(Nvv,x,L/2) $ 
? Nww:EVSUB(NWW,X,L/2) $ 
? KO:EAxNuu T GJxNtt T EizxNvv T EiyxNww $ 
? KO:FCTR(KO) $ 
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Determinação da matriz K (A) 
-l -
? ua:EXPAND(NUX.A) $ 
? va:EXPAND(Nvx.A) $ 
? wa:EXPAND(NWX.A) $ 
? Nvw:EXPAND(NVX' .Nvx -t- NWX' .NWX) 
? Nvu: EXPAND e Nvx' . Nux -t- NU.X' .Nvx) 
? Nwu: EXPAND(Nvx• . Nux -t- Nux' .Nwx) 
? vwx4:DEFINT(uA:AX"4,X,0,L) $ 
? vwx3:DEFINT(uA:A~3.x,0,L) $ 
? vwx2:DEFINT(uA:A~2.x,0,L) $ 
? vwx1:DEFINT(uA:AX , X, O, L) $ 
? vux2:DEFINT(VA:AX"2,x,O,L) $ 
? vux1:DEFINT(VA:AX ,x,O,L) $ 
? wux2:DEFINT(WA.~x"2,x,O,L) $ 
? wux1:DEFINT(WA:AX ,x,0,L) $ 
? Nvw:vwxO:ANVW $ 
? Nvu: VUXO . ..:Nvu $ 
? Nwu:wuxO:ANWU $ 
? Nvw: EVSUB e Nvw I x-· 4 1 VWX4/VWXO) 
? Nvw:EVSUB(NVW,X"3,VWX3/VWXO) 
? Nvw:EVSUB(Nvw,x"2,vwx2,..,.vwxO) 
? Nvw:EVSUB(Nvw,x , VWX1/VWXO) 
? Nvu:EVSUB(Nvu,x"2,VUX2/vux0) 
? Nvu:EVSUB(Nvu,x , VUX1/VUX0) 
? Nwu:EVSUB(Nwu.~2.wux2/wuxO) 
? Nwu:EVSUB(Nwu,x , WUX1/WUX0) 
? vwxo:DEFINT(uA,x,O,L) $ 
? vuxO:DEFINT(VA,X,0,L) $ 
? wuxo:DEFINT(WA,x,O,L) $ 
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Determinação da matriz ~2 (~.~) 
? vAvB:EXPAND((NVX.A)(NVX.B)) $ 
? vAwB:EXPAND((NVX.A)(NWX.B)) $ 
? wAvB:EXPAND((Nwx.A)(NVX.B)) $ 
? wAwB:EXPAND((NWX.A)(NWX.B)) $ 
? Nvv: EXPAND(NVX' . NVX) $ 
? Nvw: EXPAND(NVX' . NWX) $ 
? Nwv: EXPAND(NWX' . NVX) $ 
? Nww: EXPAND(NWX' . NWX) $ 
? vvx4:DEFINT(VAVB*X"4,x,O,L) $ 
? vvx3:DEFINT(VAVB~X"3,x,O,L) $ 
? vvx2:DEFINT(VAVB*X"2,X,0,L) $ 
? vvxl: DEFINT(VAVB*X' , X, O, L) $ 
? vwx4:DEFINT(VAWB*X"4,x,O,L) $ 
? vwx3:DEFINT(VAWB*X"3,X,0,L) $ 
? vwx2:DEFINT(VAWB*X"2,X,O,L) $ 
? vwxl:DEFINT(VAWB*X , X, O, L) $ 
? wvx4:DEFINT(WAVB*X"4,x,O,L) $ 
? wvx3:DEFINT(WAVB*X"3,X,0,L) $ 
? wvx2:DEFINT(WAVB*X"2,X,0,L) $ 
? WVXl: DEFINT(WAVB*X , X, O, L) $ 
? wwx4:DEFINT(WAWB*X"4,X,0,L) $ 
? wwx3:DEFINT(WAWB*X"3,X,O,L) $ 
? wwx2:DEFINT(WAWB*X"2,X,O,L) $ 
? WWXl: DEFINT(WAWB*X , X, O, L) $ 
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Determinação da matriz ~2 (~.~) (cont.) 
? NVV! EVSUB(NVV, X"4, VVX4/VVXO) $ 
? NVV! EVSUB(NVV, X" 3, VVX3/VVXO) $ 
? Nvv:EVSUB(NVV,X"2,VVX2/VVXO) $ 
? Nvv: EVSUB(NVV, X" 1, VVXl/VVXO) $ 
? NVW! EVSUB(NVW, X"4, VWX4/VWXO) $ 
? Nvw:EVSUB(Nvw,x-3,vwx3/VWXO) $ 
? Nvw: EVSUB(NVW, X" 2, VWX2/VWXQ) $ 
? Nvw:EVSUB(Nvw,X"l,VWXl/VWXO) $ 
? Nwv: EVSUB(NWV, X"4, WVX'VWVXO) $ 
? Nwv:EVSUB(Nwv,x-3,WVX3/WVXO) $ 
? Nwv:EVSUB(Nwv,x-2,WVX2/WVXO) $ 
? NWV!EVSUB(NWV,X"l,WVXl/WVXO) $ 
? NWW!EVSUB(NWW,X"4,WWX4/wwx0) $ 
? Nww: EVSUB(NWW, X" 3, WWX3/WWXO) $ 
? Nww:EVSUB(Nww,x-2,WWX2/WWXO) $ 
? NWW! EVSUB(NWW, X"l, WWXl/WWXO) $ 
? Nvv:VVXO><NVV $ 
? NVW!VWXO><NVW $ 
? Nwv:wvxO><NWV $ 
? vvxO:DEFINT(VAVB,x,O,L) $ 
? vwxo:DEFINT(VAWB,X,0,L) $ 
? wvxO:DEFINT(WAVB,x,O,L) $ 
? wwxO:DEFINT(WAWB,x,O,L) $ 
? K2: EA><( Nvv .. Nvw .. Nwv .. Nww ) $ 
